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Abstract. Las actuales necesidades del muy competitivo mundo industrial empujan a la blsqueda de
nuevos conceptos y nuevos modelos con el fin de mejorar la respuesta estructural como asi también la
resistencia de los materiales. Esto es particularmente verdadero en el caso de vigas rotantes curvadas que
son sometidas a condiciones ambientales y mecénicas muy severas como por ejemplo altas temperaturas,
grandes aceleraciones, fuerzas centrifugas, etc. Se sabe que las vigas flexibles se tornan mas rigidas
cuando estan rotando a grandes velocidades debido al acoplamiento geométrico axial-flexional, entre
otros. En este trabajo se desarrolla un modelo para vigas rotantes e inicialmente curvadas considerando
deformabilidad por corte debido a flexion. La viga esta construida con materiales funcionales, los cuales
se pueden preparar de acuerdo a diversos planteos a partir de combinar metales y ceramicos. Se evaltan
los casos de vibraciones transitorias y estacionarias asociadas a solicitaciones centrifugas. También se
analizan los movimientos fuera del plano y en el plano de la viga curvada. Se evaluan, a su vez aspectos
relacionados con la conexion de la viga al nucleo rotante.
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1 INTRODUCCION

Los componentes estructurales rotantes se pueden observar en un variado rango de aplica-
ciones ingenieriles como por ejemplo alabes de turbomaquinarias, brazos roboticos, actuadores
industriales, entre otros. EI comportamiento dinAmico de estos componentes es bastante com-
plejo, y muchas veces se recurre a modelos simples para preevaluar la respuesta de los mismos.
El problema de caracterizacion de la dinamica de vigas rotantes ha recibido la atencion de la
comunidad cientifica, con diferentes grados de profundidad, durante los ultimos cuarenta afios.
Algunas observaciones del contexto histérico y bibliografico se pueden encontrar en los trabajos
deRao(1987 y Lin et al. (2009. En estos trabajos se pueden hallar citas a investigaciones que
hicieron época y marcaron rumbo como también a las muy recientes aplicaciones en materiales
compuestos laminados. Aunque la mayoria de las investigaciones sobre vigas rotantes se ha
efectuado empleando modelos de vigas rectas o placas, son pocas las investigaciones que mues-
tran interés en el estudio de vigas rotantes con eje curvado, como por ejemplo en los trabajos
dePark and Kim(1999 y Lee et al.(2008; sin embargo en estos trabajos se efectud el analisis
dindmico del movimiento en el plano de curvatura ademas de emplear un conjunto de hipétesis
gue conducen a una linealizacidon con ciertas limitaciones en determinadas circunstancias.

El formulacion de modelos de vigas flexibles rotantes involucra el acoplamiento entre las
deflexiones elasticas y las rotaciones, ademas se puede emplear el acolamiento entre las com-
ponentes de deformacion y los grandes desplazamientos. Existen varios articulos sobre vigas
rotantes que consideran acoplamientos geométricos de indole no lirgatesand Vu-Quoc
(1986 1987 mostraron que el empleo apropiado de relaciones de desplazamiento y deforma-
cion no lineales juega un papel importante en la correcta modelacion the la rigidizacion ge-
ométrica de las vigas flexibles. Es importante mencionar que la rigidizacion geométrica tiene
un efecto no menor en la dinamica de vigas, sean éstas rotantes o no. Ademas en vigas rotantes
la rigidizacion geométrica no se debe solamente a las relaciones entre desplazamientos y defor-
maciones sino también a los efectos inerciales centrifugos y de Coriolis. Ahora bien, teniendo
en cuenta el contexto tecnoldgico, se debe destacar la escasez de informacion con respecto a
estudios sobre vigas rotantes construidas con materiales de propiedades funcionalmente grad-
uadas. En tal sentido y segun el conocimiento de los autores, los trabdjegeleadeh and
Hosseini(2007 y Fazelzadeh et a(2007) son los primeros que tratan el tema de vigas rectas
rotantes construidas con los mencionados materiales. Sin embargo en tales trabajos se ha estu-
diado con mayor detenimiento los aspectos relacionados a los efectos termoelasticos asociados
a las propiedades graduadBsovan and Sampai@009 desarrollaron un modelo de viga recta
rotante construida con materiales funcionales que contempla acoplamiento geométrico.

En las siguientes secciones se desarrollara un modelo de viga curva rotante construida con
materiales funcionales recurriendo a una formulacion linealizada consistente. El modelo se de-
duce empleando una formulacion variacional convencional. Se adopta un campo de desplaza-
miento que contempla la deformabilidad por corte. A partir de las ecuaciones de movimiento
se desarrolla un elemento finito isoparamétrico de eje curvo con el cual se efectuan los estudios
numericos. El modelo de viga curva puede ser reducido al caso de viga recta ademas de con-
templar diferentes casos de variabilidad de las propiedades del material, lo que también incluye
a los casos de materiales isotropos. Se efectuan comparaciones con otros modelos disponibles
en la literatura abierta internacional. A su vez se efectuan diversos analisis paramétricos con-
siderando diferentes configuraciones geométricas, angulos de abertura, velocidades de rotacion
y diversas configuraciones de gradacién de las propiedades materiales.



2 DESARROLLO DEL MODELO

La Fig. 1(a) muestra el modelo de la viga curva mientras que en la Fig. 1(b) se puede
observar la idealizacion de la estructura como también los sistemas de referencia y coordenadas
empleados. Se emplean tres sistemas de coordenadas, & €abéf;, Y, Z.} es el sistema
global,{O : X1,Y;, 7.} es el sistema rotante{C : xyz} es el sistema de referencia local de
la viga curva que es ubicado en el centro geométrico de la seccion transversal. Si bien la figura
presentada posee una seccion transversal especifica, el modelo que se desarrolla a continuacion
contempla completa generalidad de la seccion.
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Figure 1: (a) Descripcion de la estructura, (b) Diagrama de los sistemas de referencia.

Para el desarrollo del modelo se establecen las siguientes restricciones:

1 La viga solamente tiene movimiento de rptacién alrededor défgjeon movimiento de
velocidad constante prescrita, es decir ¢dt) definido.

2 Se incluye la deformabilidad por corte

3 Se acepta que las propiedades materiales poseen graduaciéon funcional arbitraria en las
direcciones de la seccidn trasversal (es decir en el pJano

4 Se consideran los movimientos en el plano y fuera del plano de curvatura.

5 No se desprecia el efecto inercial del nucleo donde se monta la viga.

6 La conexion de la raiz de la viga al nucleo se supone montada elasticamente.

7 Para contemplar los efectos de rigidizacion de una forma simplificada se recurre a una
linealizacion del principio de trabajos virtuales desde una configuracion inicial.



2.1 Formulacioén variacional

El principio de trabajos virtuales linealizado a partir de una configuracion inicial se puede
escribir de la siguiente manera:

Wy = / oii0bdV + / ojy0eyy dV — / TP6u*dS — / XPou) dv -
1% S Vv

_ _ (1)
— / (Xi) dupdv — / TidufdsS + / (piif') SufdV =0,
|4 S \%4

Wi = / opdeldV — / X26u,dV — / TP6u;dS = 0, 2)
Vv \%4 S

siendoo;; el estado de tensiones incrementalgs el estado de tensiones iniciale$] las
fuerzas volumétricas inicialesy; las fuerzas volumétricas incrementalg$, son las fuerzas
superficiales iniciales]; son las fuerzas superficiales incrementaégsson las componentes
lineales de deformacidn;;" son las componentes no lineales de deformacipson las com-
ponentes lineales del campo de desplazamieritb son las componentes de segundo orden del
campo de desplazamientoges la densidad material? representa la acelarcion de un punto,
mientras que identifica el operador variacional.

El campo de desplazamientos recurriendo a las hipotesis planteadas puede escribirse de la
siguiente manera(ovan and Cortine2007):

uk U, — WPy 0 —P3 &y 0
uy o= Uy, + | @3 0 -9 (T (3)
U§ Uy _(1)2 (I)l 0 z
UiVL —(I)g — q)% @1(132 @1@3 0
UéVL = ¢, D, —q)% - q% DL Yy ¢ (4)
uiVL (I)l(I)g (I)g(I)g —CI)% - (I)% z

dondew representa la funcién de alabeo de la vigg,, ®,, , and®; se definen en términos
de los siguientes parametros rotacionales y de alabeo:

uxc 0
Py = ¢, @2:93,, @3:92—7, (I)W:0$+Ey (5)

En las anteriores ecuaciones,., u,., u.. representan los desplazamientos del centro de
referencia;ep, es el angulo de torsior, y 6. son los parametros de rotacion para flexion, y
finalmented, representa una medida de la intensidad de alabeo a lo largo de la viga.

Siguiendo las hipétesis las componentes de deformacidén que se consideraran vienen dadas
por las siguientes expresiones:
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En las ecuaciones anterioréS se define como:
R
- 8
R+y ®
substituyendo las Eqs3)-(4) en las Eqs.®)-(7) y despreciando los términos de orden supe-
rior se puede llegar a:

L
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En la Ec. @) se han introducido las siguientes definiciones de componentes de deformacion:

u o) u! 0!
£ - ’LL/ —I—i,g :9/—_:0’8 :9’—&78 :9/+ y7
D1 Tc R D2 Y R D3 z R ol ’ 0 R (10)
€ps = u;c_engﬁ:u;c+9y7€D7:¢;_9178D8:¢/$+_Ry,

Ademasw y w identifican a la funcion de alabeo para la viga curva y de la viga recta que
estan relacionadas de la siguiente man¥sag and Kup1987):

w=0uwF, (11)
La funcion de alabeo de viga rectase puede calcular recurriendo a metodologibealdnit-
skii (1981).
La aceleracion de un punto medida desde el sistema de referenci§docal -} se obtiene
de la siguiente maner®ipvan and Sampaj@009 Park and Kim 1999:

g ik — 2¢u5 — ) (ul + Rocos[z/R] + Rsin[z/R])
ay p =1 @k +20uk — 9 (ul + (R +y) — Reoslw/R] + Rysinz/R]) (12)
a, il

z

siendoR, el radio del nlcleo rotante.
Ahora bien, substituyendo las Ec8){(4) y Ecs. 0)-(10) en la Ec. {) se puede obtener la
siguiente expresion del principio de trabajos virtuales:

0Ty + 07 =0 (13)

donded7y y 7, son el trabajo virtual de las fuerzas internas incrementales e iniciales (con-
siderando los efectos centrifugos y/u otros estados iniciales) y el trabajo virtual de las fuerzas



inerciales. Estos trabajos virtuales vienen dados por:

0Ty = / [Qzdep1 + Mydeps + M.0eps + Boepa] dr+
i
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- (15)
/ [M4(5UZC + M5(59y + M65¢x + M759x] dx
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Qu, My, M., B, Qy, Q., T\, y T, son la fuerza axial, los momentos flectores en las di-
reccionesy y z, el bimomento, las fuerzas de corte en las direccigngs:;, el momento de
flexo-torsion y el momento de torsion pura, respectivamente. Estas fuerzas vienen definidas de
la siguiente forma en funcion de las tensiones:

{Qx7MyaszB}:/0xx{17Z7 -y, _w}dydz>
A

{an@z}:[q{axyagmz}dydzv

O O (16)
w W
T, = oy — w— | dydz,
/A<0y3y e 52) e
Ow ow
Tsv - — Oy =~ Tz - A dydz.
Ji Lo () +on (v 52) e
LasK,;, j = 1,...,7, son constantes de resorte que modelan la vinculacion de la viga al
nucleo de radid?, en tanto que las funcionest;, j = 1,...,7, son funciones de las fuerzas

inerciales y de CoriolisQ° identifica la fuerza axial inicial asociada a los efectos inerciales
centrifugos. Esta fuerza no es otra cosa mas que la proyeccién de la fuerza centrifuga sobre el
ejex del sistema de referencia lodal : xyz} y se obtiene a partir de la EQ)(como:

/ [Qg(sgm + MO ps + Qe ps — JHy1? (Fabtige + Fyéuyc)] dz = 0 (17)
L
siendoF, y F, definidas por la siguiente expresion:

F, = Rycos|z/R] + Rsin[z/R]
F, = R — Rcos|z/R| 4+ Rysin[z/R]

Resolviendo la Ec.1(7) se puede halla®?, Qg y M?. Sin embargo, se recordara que por
simplicidad solo se empleaé siguiendo la hipétesis dese et al(2008.

(18)



Las fuerzas inercialest;, j = 1,...,7, de la Ec. 15) se definen de acuerdo con la siguiente
forma compacta:

C = MU + ¢GU — /M, U + ¢°F (19)

Siendo

C = {M17M27M3aM47M57M67M7}T7 U = {u:):muycaez:uzca 9y>¢azaex}T (20)
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0 =t 0 0 0 Jh 4% 0
I I A N
Los coeficientes,;, i, k = 1, ..., 7 se definen como:
2Ji5 | Ji J4s Sy Jh
hn=Jd -5+ 2 Iu=Jd-—7 Is=ntZ -5 72
p I3 p P p
(24)
P J3p4 14 4 p 2J2p4 sz;
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JP
Iy = J5, + %, Ig = Jhy + I8, Im=Jb,.



En tanto que log’/, i, k = 1, ..., 4 vienen definidos como:

—a—ad dz =a
A

2.2 Ecuaciones constitutivas

En un material funcional se puede construir de tal manera que las propiedades elasticas y
masicas varien de acuerdo con cierta funcion prescrita por el disefiador. En este trabajo se con-
siderara una distribucion arbitraria de las propiedades elasticas -basicamente el modulo de elas-
ticidad longitudinalE,, (y, z) y los moédulos de elasticidad transversales(y, z) y G (y, 2)-
como también de las propiedades masicas -basicamente la depgidagt. Las leyes de
variacion de tales propiedades pueden seguir una ley de potencias o una ley exponencial, pu-
diendo variar, a su vez, en forma continua desde un constituyente metéalico a otro ceramico o
bien en forma laminada con diversas proporciones de los constituyentes (metal-metal o metal-
ceramico, etc.). En forma genérica las relaciones de tension y deformacion se pueden escribir
de la siguiente forma\alekzadeh et a12010:

(26)

siendo,E,, (y, z) el modulo de elasticidad longitudinal, en tanto gug (v, z) y G (y, 2) son
los modulos de elasticidad traversal. Para poder contemplar mejor el efecto de la distribucion de
tensiones tangenciales en la dinamica de una \ga(y. z) y G.. (v, z) se pueden modificar
multiplcandolos por sendos coeficientes de cottg, (x,.) tal como se hace en la teoria clasica
de viga Timoshenko o en otros modelos de vigas basados en la hipétesis de cortante de primer
orden Malekzadeh et al2010.

Ahora bien, substituyendo la ECL() en la Ec. 26) y luego en la Ec.X6) se obtienen las
fuerzas en funcién de las deformaciones generalizadas, lo cual se puede escribir en la siguiente
forma compacta:

Ove = Euw (y,2) el 00y = Guy (y, 2) 25£y, Opr = Ga. (y, 2) 2E

xz)

Q=JD 27)

siendo:

Q = {QxaMwszBaanQZ7TwaTsv}T7 (28)
= T
D= {5D175D2a5D3>5D475D5a5D6>5D775D8} )

Jii Ji2 Jiz Juu 0 0 0 0
Jiz Jaz Jzz Ju 0 0 0 0
Jig Jou Jzg Jua O 0 0 0

T=1 0 0 0 0 g s i (29)
0 0 0 0 Js¢ Jos Jor Jor
0 0 0 0 Jsz Jov Jrr Jrs
| 0 0 0 0 Jsg Jes Jrs Jss |
Ji = / E..0/0 . Fdydz, {i,k}=1,2,3,4
4 (30)
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2.3 Ecuaciones de movimiento

(31)

Empleando las técnicas convencionales del calculo de variaciones en [E3E®e (puede
escribir las ecuaciones diferenciales de movimiento en la siguiente forma compacta:

KoU” + KU + KoU 4+ MoU + ¢GU — ¢°M,U + ¢?F = 0

(32)

dondeMy, M;, G, F y U son los definidos en las Ec20j a (23). Se recordara, los pun-
tos y los apostrofes significan derivacion con respecto a la variable temporal y espacial en X,
respectivamente. En tanto que las matri€esk; y K, vienen dadas por:

Ky =—ALJAT £ A,

Ki=-ALJAT + A JAT + A, (33)
Ko = Ay AL + A;,
siendo:
10 —=1/R 0 00 0 0]
00 0 0 1000
00 1 0 0000
Ai=|00 0 0 0100/, (34)
01 0 1/R 0000
00 0 0 00 11
(00 0 1 000 0]
[0 0O 00 0 0 0 0 ]
I/R 0 00 0 0 0 0
0 0 00 =10 0 0
A,=1| 0 o 00 0 0 0 0 |, (35)
0 0O 00 0 1 0 1/R
O —-1/R 00O 0 0 0 0
|0 0O 00 0 0 -1 0 |
[Q° 0 0 0 00 0]
0 Q@ 0 0 000
0 0 0 0 000
As=—1| 0 0 0 Q 00 0], (36)
0 0 0 0 000
0 0 0 0 000
0 0 0 0 00 O]




C (@Y 2Q°/R O 0O 0 0 0O
20°/R (%" 0 0 00 0
0 O 0 0 000
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0 O 0 0 000
0 O 0 0 000
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Q/R*> —(Q%'/R 00 0 0 0]
—(QY' /R QO/R2 00000
0 00000
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0 0 00000
0 0 00000
I 0 0 00000

(37)

(38)

Las condiciones de borde correspondientes a las ecuaciones diferenciales de movimiento

dadas por la Ec.3Q) son las siguientes:

( Qx + Qg (ulxc + uyC/R) - ICluxc ) ( O ) ( Qm )
Qy + Q° (u;c — um/R) — Kattye 0 Qy
M. — Ky, 0 M,
QZ m zc - ]C4U’ZC - O ) QZ
M, — Ksb, 0 M,
\ B — K70, ) 2—0 . 0 Y, \ B ) 2=IL

(39)

O OO OO oo

\ J

Las condiciones de borde en el extremo empotrado (es decieed) claramente se pueden
reducir a las convencionales de anulacion de desplazamientos y/o variables asociadas en tanto

que se verifique la condicion de empotramiento perfecto, lo que imglica oo, j =1, ...,

2.4 Cadlculo de las fuerzas internas iniciales

7.

Las fuerzas internas iniciales se pueden calcular a partir de la solucién de las ecuaciones

diferenciales deducidas de la Et7). En efecto, tal procedimiento da:

QY= Jﬁw'ZR _(L — ) (sin [2} + %COS [Z]) +R (1 — cos {L
Qg = Jflz/}QR -— (L —x) (cos [;] + % sin [;]) + Rsin {L — T
M® = J°W’R -(L—x) (Rocos [;] + Rsin [RD + R? (1 — cos

X

]) ~ Ry (sin L%] —sin [—

R

T

1¢2R2-{ <Cos {%} — cos [—

R

La fuerza inicialQ® es la que se empleara en los siguientes calcul

)]

— X

el
|-
DIk

L—=x
0s. Las restantes se no se

consideran siguiendo el criterio establecido Park and Kim(1999 y Lee et al.(2008.



2.5 Desarrollo del modelo de elementos finitos

Para efectuar el estudio numérico se desarrolla un elemento finito iso-paramétrico de cinco
nodos, lo cual implica una aproximacion de orden cuartico. El vector de desplazamientos
nodaledJ, se puede representar de la siguiente manera:

U, — {US), UEP} (41)

siendo:

Ufaj) = {chpuyqagz]‘auzcja9yj>¢xj79xj}’ J=1..5 (42)

De manera que las variables., w,., 0., u.., 0,, ¢, Y 0, se pueden interpolar a lo largo del
elemento empleando la siguiente forma compacta:

U, =3 P00, j=1,..5 i=1..7 (43)

dondeff) es la funcion de forma del — esimo nodo del elemento, en tanto qﬁléz) es el
i — simo desplazamiento nodal en gl esimo nodo. Las funciones de forma iso-parameétricas
f]@, j = 1,...,5, se pueden hallar en cualquier texto sobre teoria del método de elementos
finitos (Bathe 1982). Es claro qué/; = uye, Uy = uye, Us = 0, Uy = Uy, Us = 0,, Us = ¢,
Yy U, =80,.

Ahora bien, reemplazando la Ed.1j en la Ec. (3) y efectuando los pasos convencionales
del desarrollo matricial del método de elementos finitos, se llega a la siguiente expresion:

<]K Ky — ¢2MG) W+ MW + yGW = F (44)

en la cualk es la matriz global de rigidez elastid; es la matriz global de rigidez geométrica
(asociada a la presnecia de tensiones iniciales debidas a los efectos inerciales cenivifugos),
es la matriz global de efectos inerciales de rigidizacidres la matriz global de masg, es la
matriz global de efectos giroscopic@ses el vector global de fuerzas nodales (asociadas a los
efectos inerciales) W es el vector global de desplazamientos nodales.

2.6 Vibraciones libres: Solucién simplificada

Los desplazamientos de la viga rotante contienen componentes estacionarias (también lla-
madas estaticas pbee et al(2008) y dinamicas, de tal manera que el sistema representado en
la Ec. @4) se puede separar en dos subsistemas, es decir, un sistema estatico y otro dinamico.
La ecuacion gobernante del subsistema dinamico cuando se supone movimiento arménico y
se supone despreciable el efecto giroscopico l(eer et al.(2008; Park and Kim(1999) se
reduce a:

(K +Kg — *Mg — Q2M> W =0 (45)

siendof? la frecuencia circular del movimiento armaonico.
Resolviendo el problema de autovalores dado en lad5Esé pueden obtener las frecuencias
naturales para vigas que estan rotando a velocidades relativamentd_bajas €l, 2008.



3 ESTUDIOS NUMERICOS

En la Tab.1 se identifican las propiedades de materiales metalicos (aluminio) como cerami-
cos (carburo de silici®iC') a ser empleados en las siguientes secciones. En los casos que no
se tenga completa informacion, se emplearan las hipétesis de proporcionalidad entre los mo-
dulos de elasticidad longitudinal y transversal para calcular las propiedades restantes, tal como
se sugiere en varios trabajos recientes de la literatura técnica interna€lonétgborty et a.

2003 Filipich and Piovan201Q Kapuria et al. 2008.

| Propiedades | Aluminio | Carburo de Silicio|
Mddulo de elasticidad longitudinad=(Pa) 67 302
Médulo de elasticidad transverséf Pa) — —
Coeficiente de Poisson 0.33 0.17
Densidad g/m3) 2700 3200

Table 1: Propiedades de los componentes metalicos y ceramicos.

3.1 Comparaciones con otros modelos

El primer ejemplo se trata de una comparacion del presente modelo con otros enfoques de
viga curva Malekzadeh et al201Q Tufekci and Yasar Dogrug2006. En efecto, se trata de
una viga curva isétropa no rotante con igual espesor y aricho/(), tal que el coeficiente de
Poisson eg = 0.3 y la rigidez por corte se ve afectada por un coeficiente de correccion cuyo
valor esk, = 0.89. En tanto que las caracteristicas geométricas de la viga curva son tales que
R/h~/12 = 20 (Tufekci and Yasar Dogrug2006. En la comparacion del modelo se emplea la
siguiente definicion del parametro adimensional de frecuencia:

O =QR*/—,i=1,2,3. (46)

| Angulo | Enfoque | O | Q | Q3 |
60 Tufekci (2006) | 16.885| 39.700| 40.934
presente model0 16.746| 40.132| 40.533
120 Tufekci (2006) | 4.309 | 11.795| 22.510
presente modelo 4.287 | 11.702| 22.337
180 Tufekci (2006) | 1.791 | 5.032 | 10.232
presente modelo 1.786 | 4.999 | 10.154

Table 2: Comparacion de los primeros tres parametros adimensionales de frecuencia.

En la Tab.2 se muestran los primeros tres parametros de frecuencia adimensionales para el
movimiento fuera del plano en el caso de empotramiento doble. Como se puede observar ambos
enfoques arrojan resultados similares, evidenciandose diferencias porcentuales no mayores a
0.9% en los casos analizados.



3.2 Estudios paramétricos

Los estudios paramétricos que se presentan en este apartado estan todos vinculados al parametro
de frecuencia definido en la E48) y a la siguiente ley de variacién de material:

z/h
DPe
Pfrgm = \/PmPc (p_> (47)

m

dondepy,.n, pm Y p. identifican una propiedad genérica (modulo de elasticidad longitudinal,
densidad, etc.) del material funcional, de la capa metélica (en-1/2) y de la capa ceramica
(enz = h/2).

Asi pues en la TalB8 se muestran los primeros tres parametros de frecuencia variando con
respecto al angulo de abertura de una viga curva no rotante. Se trata de una viga curva tal que
R/h\/12 = 200, conh = b, en la cual se han empleado factores de correccion por cobtéde
para modificar las constantes de rigidez por cortante.

|Angulo| @, | Q | Q3 |
30 11.8176 | 24.8124| 71.0208
60 3.0343 | 6.32434| 16.6709
90 1.40647 | 2.89154| 6.76411
120 | 0.836795| 1.69138| 3.44906

Table 3: Primeros tres parametros adimensionales de frecuencia para una viga curva de material funcional.

En la Fig. 2 se muestra la variacion de los tres primeros parametros de frecuencia con el
parametro de velocidad de rotaci@nEn este caso se emplea la misma relacién de propiedades
geométrica que en el ejemplo anterior y ademas se establece que el radio del nucleo es tal que
5Ry = Ry el angulo de abertura es d8°. El parametro de velocidad de rotacidnviene
definido de la siguiente forma:

[\:@Z}R%/E,i =1,2,3.
J22

La Fig. 2 muestra un incremento de la primera y tercera frecuencias criticas en la medida
gue aumenta la velocidad de rotacion. La primera y tercera frecuencias corresponden a modos
fuera del plano, en tanto la segunda frecuencia critica corresponde al movimiento dentro del
plano. Notese que los modos fuera del plano son méas sensibles con la variacion de la velocidad
de rotacion.

(48)

4 CONCLUSIONES

En este trabajo se ha desarrollado un modelo para analizar la dinamica de vigas curvadas
rotantes construidas con materiales funcionales. El modelo se desarroll6 empleando un en-
foque linealizado del principio de trabajos virtuales. El modelo permite el estudio de los pa-
trones de vibracion en el plano y fuera del plano de vigas curvas construidas con materiales
cuyas propiedades varian funcionalmente. El modelo permite reproducir los resultados de otros
modelos que son casos particulares del mismo, como por ejemplo los modelos de vigas curvas
para materiales isotropos. Se han efectuado varios estudios sobre el comportamiento dinamico
de la viga curva de material funcional, mostrando mayor influencia de la velocidad de rotacion
en los modos fuera del plano.
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Figure 2: Variacion de los tres primeros parametros de frecuencia con el parametro de velocidad.
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