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Resumen

En este trabajo se presentan dos técnicas numéricas indirectas para el cdlculo del factor de in-
tensificacion de tensiones (FIT) en modo I de fractura en el marco de la Mecénica de Fractura
Lineal Elastica (LEFM) utilizando el Método de Elementos Finitos (FEM). Para la evalua-
cién de las técnicas propuestas se analizan los modelos de grieta interna y de grieta de borde
comparando los resultados numéricos con los valores analiticos calculados segtin la LEFM,
considerando diferentes tamafos relativos de grieta. En la determinacién numérica del FIT se
utilizan las relaciones que vinculan este factor con la energia de relajacion G. En la primera
técnica la energia G se obtiene mediante el FEM a partir de la relacion entre el cambio en la
energia potencial total con respecto a la extensiéon de la grieta. En el segundo caso se hace
uso de definicion de la integral de contorno .J, la cual es igual a G en el marco de LEFM, y
que se determina numéricamente a partir de la solucién del FEM. Los resultados obtenidos
muestran que es posible determinar numéricamente el FIT con un buen grado de precision
respecto a los valores analiticos, aun cuando se utilicen mallas relativamente gruesas en el
FEM.
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Determinacion Numérica del Factor de Intensificacion de Tensiones en Modo I de Fractura

1. INTRODUCCION

El Método de Elementos Finitos (FEM) es uno de los métodos més utilizados en la actualidad para la resolucién
de problemas en los cuales se ven implicadas ecuaciones diferenciales llamados Problemas de Valores en el Contorno
(BVP por sus siglas en inglés). Los problemas de elasticidad corresponden a este tipo y su resoluciéon mediante el
FEM es ampliamente utilizada, sin embargo, cuando existen grietas en el material el comportamiento de la solucién
no es suave en las cercanias de estas imperfecciones y el problema se verd gobernado localmente por la singularidad,
cuya intensidad dependera de la geometria y de las fuerzas actuantes.

La primera técnica utilizada para reproducir numéricamente el comportamiento singular en una grieta fue el uso
de mallas extremadamente refinadas en la zona del extremo [1, 2]. Esta técnica no precisa ninguna modificacién
especial de un cédigo convencional de elementos finitos, pero resulta ineficiente ya que aumenta significativamente
el nimero de grados de libertad del problema. Posteriormente se propuso un buen nimero de trabajos relacionados
con el desarrollo de elementos especificos que permiten modelar de forma adecuada el comportamiento en el entorno
de la grieta, de donde surgieron los llamados elementos singulares cuya implementacion permite evitar el elevado
grado de refinamiento modelando correctamente el comportamiento tedrico [3]. Mds adelante surgié el Método de
Elementos Finitos Extendido (FEMX) para el cual se introdujo el concepto de funcién ramificada para considerar
grietas con multiples ramas en geometrias complejas [4, 5].

Mais alld de las aplicaciones directas del FEM en mecénica de fracturas, este método se ha aplicado con el
objetivo fundamental de obtener los Factores de Intensificacién de Tensiones (FIT), que son los parametros que
caracterizan el comportamiento de la solucidn cerca de la singularidad. Para ello existen diferentes técnicas, entre las
cuales los métodos energéticos (o indirectos) presentan importantes ventajas ya que utilizan los resultados obtenidos
numéricamente en zonas alejadas del extremo de la grieta, donde la solucién muestra menores errores.

Mediante los métodos energéticos es posible obtener resultados precisos con mallas relativamente gruesas y
sin necesidad de fuertes refinamientos en la zona de la grieta ni el empleo de elementos especiales. Este enfoque
también permite la implementacién de técnicas numéricas relativamente sencillas para obtener el FIT [6]. Como
inconveniente, estos métodos presentan dificultad para separar las contribuciones asociadas a cada tipo de apertura de
grieta al FIT. Por otro lado, en problemas en tres dimensiones es necesario asumir estados de tensién o deformacién
plana en el frente de la grieta. En ese sentido, mediante la determinacién del campo de tensiones y deformaciones es
posible obtener la energia de relajacion Gy a partiir de ella el FIT (esta relacion es directa en casos bidimensionales).
De este modo, el problema de obtencién del FIT se reduce a la solucién del problema elastico.

La integral de contorno J (o J-integral) consiste en un método indirecto para la obtencién del FIT, el cual fue
propuesta por Rice originalmente para una entalla en un problema bidimensional [7, 8]. La integral J constituye
una integral sobre una linea que rodea el extremo de la grieta que se basa en consideraciones de conservacién de
la energia, lo cual le confiere la propiedad de ser independiente del camino. Es esta propiedad la que hace de gran
utilidad el uso de J, ya que es posible determinar la integral sin considerar las zonas cercanas al extremo de la grieta,
para luego obtener el FIT mediante las relaciones que existen entre J y G.

El objetivo de este trabajo es determinar el factor de intensificacién de tensiones a partir de los resultados nu-
méricos obtenidos mediante el método de elementos finitos en modo I de fractura, considerando grietas internas y
grietas de borde en problemas de tensidn plana. La determinacién del FIT se realiza de manera indirecta utilizando
primeramente un método basado en la energia de relajacion GG que se calcula a partir de la variacion de la energia
potencial total cuando se modifica la longitud de la grieta, y en segundo término a través de la definicion de la inte-
gral J y la evaluacién numérica de la misma. Finalmente se comparan los resultados obtenidos con las soluciones
analiticas disponibles para evaluar la precisién de cada uno de los métodos y analizar la influencia del tamafio y la
calidad de las mallas utilizadas.

2. MARCO TEORICO

Las primeras soluciones basadas en la elasticidad para problemas de fractura correspondieron al andlisis del
campo de tensiones alrededor de agujeros circulares o de forma eliptica en dominios infinitos. En 1898 Kirsch
analizé una placa de longitud “infinita” con un agujero circular en el centro y sometida a una tensién uniforme oy.
Posteriormente Inglis hizo lo propio considerando un agujero eliptico en 1913. En 1939, Westergaard propuso la
primera solucion para el problema de fractura para grietas de extremos agudos, pero no fue hasta 1957 cuando Irwin
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introdujo el concepto de Factor de Intensificacion de Tensiones (FIT) definido como:

Ki 092
K = lim V27r o12 ;, (D)
6—0
Kirr 023

donde las tensiones o;; estdn expresadas en coordenadas polares (r,6) y los factores K; estdn asociados a los tres
modos de movimiento independientes de las superficies superior e inferior de la grieta con respecto a la otra, segtin
se detalla a continuacién (ver Figura 1):

= Modo de apertura (Modo I): las dos superficies son traccionadas en la direccion z2 tendiendo a apartarse una
de otra, con una deformacién simétrica respecto al plano x1—x3 y x1—2.

= Modo de corte (Modo II): las dos superficies de la grieta se deslizan una respecto a la otra en la direccion del
eje x1, con deformaciones simétricas seguin el plano x1—z2 y antisimétricas con respecto a £1—x3.

= Modo de desgarro (Modo III): las superficies de la grieta se deslizan una respecto a la otra en la direccion x3,
mientras las deformaciones son antisimétricas segin el plano z1—zs y x1—x3

x, z,

|
[
I8
/R, AR
—f— |

ghi -
/ /
Modo I Modo II Modo III

Figura 1: Esquema gréfico de los tres modos de fractura definidos por Westergaard.

En este trabajo se analizan problemas de fractura en Modo I solamente. De las ecuaciones de la solucion de
Westargaard, con § = 0 se obtiene:
K; = 2nrog

= V2rroo, /5 @
= ooy/7a,
donde r se extiende desde el extremo de la grieta y 6 es el angulo respecto al eje x1. La longitud de la grieta es a.

El FIT es una medida de la intensidad de la singularidad, y cuando se consideran dominios finitos (como sucede
en la realidad), K resulta afectado por pardmetros que dependen de la geometria de la pieza.

Dentro del rango de elasticidad lineal de los materiales, la Mecédnica de Fractura Lineal Eldstica (LEFM por sus
siglas en inglés) tiene por objetivo determinar en qué escenarios una fractura es inestable y produce la falla del
elemento, lo cual se produce cuando el factor K alcanza un valor critico K., denominado tenacidad a la fractura.
Este factor representa la habilidad del material para resistir un determinado campo de tensiones en la punta de la
grieta, sin que ésta se propague inestablemente.

A grandes rasgos, la LEFM considera que la presencia de una grieta con extremo agudo magnifica la tensién en
ese punto a un valor infinito. Evidentemente no existe material con un limite eléstico tal y por lo tanto en esa zona
sucederd la plastificacién de la pieza, produciéndose un enromamiento de la punta y una extension plastificada que
dependerd de las cargas aplicadas y la geometria. La LEFM requiere que la deformacién pléstica en el extremo de
la grieta tenga un efecto despreciable sobre la tensién eldstica en la estructura, esto significa que existe s6lo una
pequeiia porcidén de material plastificado en relacién al tamafio de la grieta y al de la estructura, por lo tanto su
aplicacion es més apropiada para materiales fragiles. En casos donde no se cumple el requisito anterior es necesario
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Figura 2: Significado de los pardmetros geométricos intervinientes en las expresiones del FIT para modo I de fractura.

utilizar una teorfa que considere los efectos de la plastificacion del material. La Mecanica de Fractura Elasto-Plastica
(EPFM) contempla estas situaciones, pero desafortunadamente la aplicacién de métodos numéricos (como el FEM)
a los conceptos de esta teoria resultan en cddigos computancionales complejos. Por este motivo, a pesar de las
limitaciones propias de la LEFM, en algunos casos se sigue utilizando para una evaluacién rapida y relativamente
precisa de los factores de intensidad de tensiones.

2.1. El Factor de Intensificacion de Tensiones (FIT)

Para el caso de los problemas més simples se han desarrollado anélisis y se han obtenido los valores tedricos de
los FIT, los cuales pueden ser encontrados en cualquier texto de Mecdnica de Fractura [8]. Las soluciones para los
casos analizados en este trabajo son:

Panel con grieta central:

a a 2 a 3
K = [1 + 0,256 <W> — 1,152 <W> +12,2 <W> ] oov/Ta. 3)

Panel con doble grieta de borde:

K, —
g W W

a a\?2 a\?
1,124 0,43 () —4,79 <W> + 15,46 () ooV Ta. 4)
donde el significado de los parametros intervinientes se muestra en la Figura 2.

2.2. Transferencia de energia en el crecimiento de grietas

El modelo de Griffith para s6lidos eldsticos muestra que la propagacién de una grieta es causada por una transfe-
rencia de energia del trabajo externo y/o la energia de deformacién a la energia de superficie.

En base a consideraciones termodindmicas, considerando un sistema adiabdtico y una aplicacion cuasi-estdtica
de las cargas, suponiendo ademds que el espesor es unitario (problema bidimensional), puede escribirse el balance
energético durante el crecimiento de una grieta de longitud a como [7]:

8W_<8Ue 8Up> or

da  \ Oa + da +8a’ )

donde W es el trabajo externo, U¢ y U? son la energia de deformacidn eléstica y pléastica, respectivamente, y I' es la
energfa de superficie. Entonces, siendo la energia potencial II = U® — W resulta

on _our or
da  Oa  Oda’
Esto indica que la reduccion de la energia potencial total durante el crecimiento de la grieta es igual a la energia
disipada en la deformacion pldstica y en el crecimiento de la grieta.
Considerando un material perfectamente eldstico se define
o _ow ot _or
da  Oa da  Oa’

(6)

G:

@)
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donde G representa la energia disponible para el crecimiento de la grieta.

Existe una relacion entre el factor de intensificacion de tensiones K y la energia de relajacion GG. La energia
relajada durante una extension Aa de la grieta puede determinarse calculando el trabajo realizado por las fuerzas
de superficie actuando a través de la longitud Aa cuando la grieta se cierra desde una longitud (a + da) hasta una
longitud a. Asumiendo elasticidad lineal y teniendo en cuenta que se trata de dos superficies (superior e inferior)

1

a+Aa
G = Aa/a o92(x1) ug(zy) dzy. ®)

Operando esta expresion, considerando las soluciones de Westargaard para las tensiones alrededor de la grieta, con
0 = 7 se llega a:

G=-L )

donde E' = F para tension plana, y E' =

material y v el coeficiente de Poisson.

2.3. Laintegral J

La integral J es una definicién que puede utilizarse para determinar los FIT. Como se dijo anteriormente, la
técnica basada en la integral J pertenece al grupo de los métodos indirectos, los cuales tienen la ventaja de utilizar
los resultados de tensiones y deformaciones en zonas alejadas del extremo de la grieta, menos influenciados por la
magnificacién producida por la singularidad. En el marco de la LEFM y para problemas bidimensionales, la integral
J puede vincularse directamente con el factor K7 a través de la relacion que existe entre J y G.

En 1974 Eshelby defini6 una serie de integrales de contorno independientes del camino, las cuales estdn basadas
en el teorema de la conservacion de la energia. La forma bidimensional de una de esas integrales puede escribirse

como: 5u
J = 515 (wdazg—t 8df) (10)

donde w = fo‘g 0;jde;; es la densidad de energia de deformacion (se utiliza notacion indicial), I' es un contorno
cerrado que se recorre en sentido antihorario, t es el vector de tracciones en una direccién definida por la normal n
saliente al contorno (t; = o;jn;), u es el vector de desplazamientos y dI" es el elemento diferencial de arco I'.

La igualdad J = 0 se cumple para cualquier contorno cerrado I' dentro del dominio 2. Teniendo en cuenta que
dz1 = —nodl’ y dzg = —n1dI' y siendo t; = njo;j, la ecuacion (10) puede escribirse:

J:§£ <wn1 njama >dF
T Ox

Aplicando el teorema de Green gﬁr vin; dl' = fQ V - vdQ, resulta:

ow 0 ou;
= [ |=— - =— (0sj=— ) | dz1dxs.
d /Q [81’1 833‘]' <Uja$1>] e

De la expresion de la densidad de energia interna w resulta g—;”l = ggz giff = 0yj g w Y considerando que €;; =
% ( g;; i auy) sustituyendo las expresiones se obtiene g“’ = 0yj % ( 689:“ ) Por otro lado
O S
al‘j K 8.%'1 Y al‘j (9.1‘1 61']' 8$1 ’
——
0
entonces 2% = -2 (O'Z ) y finalmente resulta:
Oz, ~ Ox; J Ox1
ow 15) ou;
J = (a--) dzidzy = 0. 11
/Q [a$1 al'j K 8:171 ! 2 ( )
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El resultado de la ecuacién (11) es muy importante ya que permite demostrar que el valor de la integral J
sobre una curva alrededor del extremo de la grieta es independiente del camino. Considerando un contorno cerrado
I'=T1+T9+1I's+ Iy, enel cual I'y y I's son contornos elegidos arbitrariamente, y y I'y y I'y coinciden con las
caras de la grieta, tal como se muestra en la Figura 3, J serd nula de acuerdo a la demostracién anterior. Por otro
lado, sobre los contornos I'y y I'4 el vector de tracciones ¢; es nulo y ademds dzo = 0, por lo tanto las contribuciones
de estos segmentos a J son nulas, lo que implica que las contribuciones debidas a I'; y I'5 resultan iguales, y ya que
estos contornos son elegidos arbitrariamente, la independencia de la trayectoria puede asumirse para cualquier curva
que rodee la punta de la grieta.

x,

Figura 3: Esquema de definicién de la curva I' para determinar el valor de la integral J y demostrar la independencia
del camino.

2.4. Larelacionentre Jy G

Lo que sigue a continuacidn es establecer la relacién entre la definicién matemaética de J y la energia de relajacion
G para obtener a partir de ésta el FIT. Esta relacién se obtiene teniendo en cuenta que cuando J es aplicada en un
contorno alrededor del extremo de la grieta, ella representa el cambio en la energia potencial para una extensién
virtual de la grieta da, tal como se demuestra a continuacion.

Considerando una grieta en un dominio bidimensional, rodeada por un contorno I" el cual abarca un érea €2, bajo
condiciones cuasi-estaticas, y en ausencia de fuerzas de masa, la energia potencial estd dada por:

II = / wd) — yg tiu; dI. (12)
Q r

Para una extension virtual de la grieta, el cambio en la energia potencial es:

dIl du; dt;
i —dO — s — i— | dl
9a / d ?g{t da +u da} d
dui dti dui dti
—dQ ti— i— | dl — ti— i— | dl’
/ /u[ da+uda] 5‘%[ da+uda]

donde se ha descompuesto I' en dos partes, una con desplazamientos prefijados (I'y) y otra con traccién prefijada
(T'y). Como I';, = 0 alo largo de la trayectoria, se mantiene la integral cerrada en I';. Ademds, como se consideran
condiciones cuasi-estéticas dt;/da = 0 (la traccién permanece constante durante el crecimiento de la grieta). Por
otro lado, si se toma el origen de coordenadas en el extremo de la grieta, los ejes coordenados se desplazan con el
crecimiento de la misma, y en consecuencia:

d 0 90x 9 0 O

— =+t =5 — 5 aque — = —1
da 0Oa Oxy Oa Oa Ox yaque 5 ’

dII ow ow auz auz
da—/g {aa‘axj d“‘ﬁéﬁ (aa‘ axl)df'
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‘bi ow _ ow i 9 (dy
Reescribiendo 5 = 921, 9a = O Ba (

12 gr = / 0 (aul)d(z 940,

) y por el teorema de la divergencia

" da 7 9, oz, \ Oa o Oa
Finalmente, reemplazando las 1gualdades
dII 8ul ow
— = —dl' - [ —dQ,
da 81:1 q da

y aplicando nuevamente el teorema de la divergenma

dIl 8 8ul
—— = I'= r
1 ﬁt (wm Bx )d ﬁt (wdxg . 1d )

De esta forma queda establecido que la integral J es igual a la energia de relajacion para materiales lineales y no
lineales bajo condiciones cuasi-estaticas.

Para el caso de materiales elasticos, —% = (4, en consecuencia

J =G, (13)

y asi la integral J puede utilizarse para obtener el FIT mediante esta relacion y la ecuacién (8) que vincula la energia
de relajacion G con K (en el caso de tension plana). La ventaja de esta técnica radica en la independencia de la
trayectoria para obtener J, lo cual permite utilizar curvas de integracién alejadas de la zona mayormente influenciada
por la singularidad.

3. IMPLEMENTACION NUMERICA

Para resolver el problema de tensién plana se utiliza el método de los elementos finitos en dos dimensiones,
considerando pequefias deformaciones y materiales eldsticos lineales. El estado plano de tensién implica que las
tensiones en una direccién son nulas (o33 = 0, por lo tanto el tensor de tensiones puede reducirse a

011 B 1 v 0 €11
o0 = g92 = 1 3 v 1 0 £929 =D g, (14)
012 -V 0 0 % (1-v) 2e12

siend D la matriz constitutiva y € el tensor reducido de deformaciones. La expresion anterior puede escribirse en
términos de una matriz B de operadores diferenciales y los desplazamientos u:

o =DBu, (15)
donde 5
9a; 0 w
e=Bu=| 0 . (16)
9 9 u2
w2 Om1

Por lo tanto, para una discretizacién de elementos finitos, las deformaciones nodales de un elemento de n nodos se

escriben: .

_ I

1 2 n 1

oxt vt v ]

0y L o1 ) 0x1 u%

Oy 83092 0x9 .

ONY ON! ONZ? OHN N 9N :

| Oxo  Ox1 Oxa Oxy Ory Oxp | | W
uy |

B,

siendo N las funciones de forma del elemento y los u§ los desplazamientos del nodo 7 en la direccién j. La ma-
triz de rigidez K. de cada elemento se obtiene considerando el principio de trabajos virtuales y las coordenadas
generalizadas ( y 7 y la matriz jacobiana J

1 1
Ke:/ / Bl DB, det (J) dé¢dn, (18)
—1J-1
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para obtener el sistema
Kcue = R, (19)

para cada elemento, siendo R, el vector de cargas nodales.

Finalmente se realiza el ensamblaje para obtener el sistema de ecuaciones del sistema y determinar los despla-
zamientos nodales. Con ellos se calculan el resto de las cantidades de interés (deformaciones y tensiones). En este
trabajo se implementa un cédigo de elementos finitos para elementos cuadrilateros de ocho nodos (cuadraticos)
serendipitos.

3.1. Determinacion numérica de la energia G

Como se dijo anteriormente, en este trabajo se busca calcular numéricamente el FIT mediante métodos indirectos.
Para ello consideramos primero el caso de la obtencién del FIT a partir de la energia G segtn la ecuacion (8).
Teniendo en cuenta la ecuacioén (7), la energia de relajacidon puede aproximarse mediante:

ATl
G~ —— 20
Ao’ (20)
donde la energia potencial total II puede obtenerse a partir de la aproximacion de elementos finitos:
1
H=U°-—W = 5uTKu —u'R. (21)

Para obtener numéricamente la energia de relajacion G primero se calcula la energia potencial II; para una
configuracion inicial, y luego se realiza un incremento Aa de la grieta mediante una reestructuracion de la malla
como se indica en la Figura 4. Seguidamente se obtiene la nueva energia potencial IIs y se calcula la energia de
relajacién aproximada:

Iy — I

G~ g

(22)

Malla Original

grieta

Malla Modificada

Figura 4: Reestructuracién de la malla para la determinacion de la energia de relajacion G.

3.2. Calculo numérico de la integral J

Teniendo en cuenta la definicién de la integral J dada en la ecuacién (10), es necesario conocer la densidad
de energia de deformacién w y el producto t - g—;l. para el caso de materiales eldsticos, la densidad de energia de
deformacion se escribe

1
w = 9 (011611 + 2012812 + 0226922) . 23

Por otro lado, el producto t - 86—“ resulta
Z1

ou; ou ou
tiaT:i = (01101 + 012n2) 87331 + (01211 + 022n2) 87: (24)
N

€11
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donde las tensiones se conocen de la aplicacién del FEM vy las derivadas g—gf se obtienen numéricamente conside-
rando la matriz de operadores diferenciales B dada en la ecuacién (17), que para el caso de un elemento de 8 nodos

resulta:

Ousy

e B3s B3y -+ B3is B3,16} S (25)
1

Estas cantidades deben ser calculadas especificamente para obtener la integral J ya que las mismas no son provistas
en la solucién convencional del FEM.

El camino de integracién se realiza directamente a través de los contornos interelementales, por lo que la integral
de linea se transforma en una sumatoria de integrales discretas cuyos dominios de integracion son los lados de los
elementos que conforman la curva I', tal como se muestra en la Figura 5. De esta manera, sobre cada subintervalo se
realiza una integracion numérica considerando las funciones de forma de segundo grado y los valores nodales de las

tensiones, deformaciones y la derivada g—gf.

n;

& €ir1 & & &
a'i a’l',+1 o a’ll a’llz 6'3
i il 1 2 3
|l 8si | LN 3
N()=—5¢0-9 N(OD é\ 1 <]N ()
N{Y=1-¢ B 0 1 ¢

N(Y=1¢a+ 9
Figura 5: Esquema de célculo de la integral .J.

Si bien los puntos Optimos para el célculo de las tensiones y deformaciones, en el sentido de que presentan
el menor error, corresponden a los puntos de integracion de Gauss [9], la utilizacién de estos puntos conlleva la
dificultad de tener que identificar su ubicacion en la geometria real, la cual no es explicita. Por ese motivo aqui se
utiliza la trayectoria a través de los nodos del elemento, cuya ubicacién es un dato inicial del problema posibilitando
identificar ficilmente la curva de integracion. Evidentemente esta simplificacion ird en detrimento de la precision de
la solucidn, siendo uno de los propésitos de este trabajo evaluar la validez de la simplificacion realizada.

Teniendo en cuenta la Figura 5, la integral J serd la sumatoria de las contribuciones J; de cada segmento de
elemento:

1 Asi 1 aui ASi -

N R CE = TR BCIGE e OE
As; 2 2 ou;

5 nli;wi@g) Wy — gzzlti(Cg) : 87361@9) Wy

donde (4 son los puntos de integracion de la cuadratura y W, los pesos asociados a ellos. En este caso se utiliza
una cuadratura con dos puntos de integracion suficientes para calcular de manera exacta los polinomios de segundo
grado que forman la base de funciones de forma. Las cantidades en los puntos de Gauss se obtienen interpolando
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por medio de las funciones de forma.
wG) = YN
(O = NG
o) = 2 ()

donde el superindice 7 indica el valor de la cantidad en el nodo <.

Para verificar la validez de la formulacién propuesta se analizan los resultados de la integral J obtenidos numéri-
camente para diferentes curvas cerradas en un problema de tensién plana conocido, como se muestra en la Figura 6.
En este benchmark la tensiéon maxima se produce en el punto B siendo 011 = 4,34 Pa [10], valor que es obtenido por
el cédigo para la malla indicada en la Figura 7. Alli ademads se indican tres curvas para las cuales se calcula la inte-
gral J. De acuerdo a la Seccién 2.4, las integrales J son nulas sobre curvas cerradas, situacion que es correctamente
reproducida por el c6digo, ya que para las curvas de la Figura 7 se obtienen valores del orden de 10~'° Pam.

x,

_B

L

OF

L

T
i

x,

Figura 6: Benchmark para evaluar cédigos numéricos para tension plana. Las dimensiones son L = 1,00m, A =
04m,D =0,20m, ¢t =0,01lm, £ = 20700 MPa, v = 0,29 y p = 0,01 N/m

Figura 7: Malla de elementos finitos y distribucién de tensiones o1; para el problema de la Figura 6. La tensién
maxima es sigmai; = 4,35 Pa.

3.3. Determinacion numérica del FIT

Una vez calculada ya sea la energia de relacion G o la integral de contorno J, el calculo del factor de intensifica-
cion de tensiones es directo al considerar la ecuacién (8) y la relacion (13):

G J
Kr = \/;: \/;, (26)

ya que se esta considerando el modo I de fractura en tensién plana.

4. RESULTADOS

Habiendo presentado el método y verificado el c6digo numérico ahora se procede con la presentacién de los
resultados. Se evaldan dos tipos de modelos de fractura, uno con una grieta central (interna) y otro con doble grieta
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NENREE 1 LT [
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Grieta interna Doble grieta de borde

Figura 8: Modelos para el andlisis de grieta de borde y grieta interna. Reduccién del dominio por condiciones de
simetria. Los datosson W =10, L =10,t =1, E=1,v =03y 09 = 1.

de borde, ambos en condiciones de tension plana, tal como se muestra en la Figura 8, donde ademds se detalla el
dominio computacional considerado de acuerdo a las condiciones de simetria de cada problema.

Cada uno de los modelos de grieta se analizan para las siguientes relaciones dimensionales: a/W = 0,05, 0,10,
0,15 y 0,20. El andlisis consiste en determinar el valor del factor K a partir de la energia de relajacion G y de
la integral J, comparando los resultados para mallas con diferentes niveles de refinamiento, partiendo de mallas
relativamente gruesas con tamafios de elementos aproximadamente uniformes en todo el dominio hacia mallas con
refinamiento localizado esencialmente en la zona del extremo de la entalla. Debido a la utilizacién de condiciones
de simetria, se observa que ambos modelos comparten la misma geometria diferencidndose entre si s6lo por las
condiciones de borde. De esta manera es posible utilizar las mismas mallas tanto para la grieta de borde como para
la grieta central. En la Figura 9 pueden observarse las tres mallas utilizadas para el caso de a/W = 0,10 y la
distribucién de tensiones 092 obtenida en cada caso. Alli se indica ademas la cantidad de elementos de cada malla,
siendo estas cantidades aproximadamente iguales para las demas relaciones a/W analizadas.

M |

WASRY W
4

N
L1
‘I,'."""' =

AN
y
A

A
-

i

Malla 1: 64 elementos Malla 2: 180 elementos Malla 3: 430 elementos

Figura 9: Modelos de malla utiliza para el caso de a/W = 0,10 y distribucién de tensiones o299 correspondiente.

4.1. Grieta interna

Para el modelo de grieta interna, el factor de intensificacioén de tensiones se obtiene con la ecuacién (3). En la
Tabla 1 se muestran los resultados del FIT obtenidos numéricamente mediante la técnica de la energia de relajacion
(G y de la integral de contorno J, y se compara su valor con el factor K tedrico para los distintos tamafios de grieta
considerados. Analizando estos resultados, se observa en general que la técnica de la integral J es mas precisa que la
técnica basada en la energia GG, especialmente en los casos donde se utilizan mallas mas gruesas (malla 1 en la tabla).
Este resultado es predecible, ya que los elementos cercanos al extremo de la grieta no intervienen en el calculo de J
cuando se utilizan curvas de integracidn suficientemente alejadas del mismo, mientras que éstos si intervienen para
el cdlculo de G, siendo su efecto mds importante cuando existen relativamente pocos elementos en todo el dominio.
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Grieta Malla Técnica Energia G Técnica J-integral
G \ Kig \ e( %) J \ Ky \ e( %)
a/W = 0,05 1 1,009 1,005 —20,8 1,542 1,242 -2,1
Ky =1,268 2 1,412 1,188 —6,3 1,591 1,262 -0,5
3 1,701 1,304 2,9 1,627 1,276 0,6
a/W = 0,10 1 3,380 1,838 1,6 3,203 1,790 -1,6
Kr=1.819 2 3,580 1,892 4,0 3,233 1,798 —-1,2
3 3,531 1,879 3,3 3,365 1,834 0,8
a/W = 0,15 1 5,462 2,337 2,2 5,493 2,344 2,5
Ky =2,287 2 6,118 2,474 8,1 5,358 2,315 1,2
3 5,515 2,348 2,7 5,184 2,277 -0,5
a/W = 0,20 1 8,419 2,902 4,97 8,281 2,878 4,1
K;=2764 2 8,047 2,837 2,63 8,121 2,850 3,1
3 7,502 2,739 -0,9 7,591 2,755 -0,3

Tabla 1: Comparacién entre el factor de intensificacion de tensiones K tedrico y los valores obtenidos numérica-
mente mediante la técnica basada en la energia de relajacién GG y en la integral de contorno J para el modelo de
grieta interna considerando distintos tamafios relativos de la grieta.

4.2. Grieta de borde

En el caso de la grieta de borde, el factor K7 se obtiene con la ecuacién (4). De igual manera que en el modelo
anterior, en la Tabla 2 se presenta la comparacion entre los resultados numéricos y el valor analitico del FIT para
distintas relaciones a/W y diferentes mallas. Nuevamente se observa el mismo comportamiento, en el cual el método
basado en la integral J es en general mds preciso que la técnica basada en la energia de relajacion G.

Grieta Malla Técnica Energia G Técnica J-integral
G | Kig | &%) J | Kiy | &%)
a/W = 0,05 1 1,252 1,119 —-21,1 1,924 1,387 —-2,2
Kr=1418 2 1,775 1,332 —6,0 2,004 1,416 —0,2
3 2,155 1,468 3,5 2,019 1,421 0,2
a/W =0,10 1 4,306 2,075 3,6 4,110 2,027 1,2
Kr=2,004 2 4,454 2,111 5,3 3,974 1,993 0,5
3 4,363 2,089 4,2 4,136 2,034 1,5
a/W =0,15 1 6,425 2,535 3,4 6,439 2,538 3,5
Ky =2451 2 7,255 2,693 9,9 6,267 2,504 2,2
3 6,546 2,556 4,4 6,085 2,467 0,7
a/W = 0,20 1 9,194 3,032 6,3 9,017 3,003 9,3
K; =2,853 2 8,838 2,973 4,2 8,900 2,983 4,6
3 8,362 2,892 1,4 8,298 2,881 1,0

Tabla 2: Comparacién entre el factor de intensificacion de tensiones K tedrico y los valores obtenidos numérica-
mente mediante la técnica basada en la energia de relajacién GG y en la integral de contorno J para el modelo de
grieta de borde considerando distintos tamafios relativos de la grieta.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se han aplicado dos técnicas numéricas indirectas para el cdlculo del factor de intensificacién
de tensiones (FIT) en Modo I de fractura dentro del marco de la Mecénica de Fractura Lineal Eldstica (LEFM) y
se han comparado los resultados numéricos con los valores tedricos conocidos. La primera técnica estd basada en
la relacion que existe entre el FIT y la energia de relajacion G, la cual se calcula numéricamente considerando la
expresion que la vincula con la variacién de la energia potencial total. La segunda técnica se vale de la definicion
de la integral de contorno J y su relacion con el FIT a través de la energia G. En ambos casos el estado tensional
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se determina numéricamente mediante el método de los elementos finitos considerando estado plano de tensiones.
Se evaluaron los modelos de grieta interna y grieta de borde para diferentes tamaiios relativos de grieta y diferentes
grados de refinamiento de la malla de elementos finitos, partiendo de una malla relativamente gruesa aumentando
pogresivamente el refinamiento en la region del extremo de la entalla.

Analizando los resultados numéricos, se destaca la buena precisién en el cédlculo del FIT obtenida mediante la
técnica de la integral de contorno J aun cuando se utilizan mallas relativamente gruesas. Por otro lado, los resultados
obtenidos mediante el método de la energia (G, aunque menos precisos que en el caso de la integral J, igualmente
pueden considerarse aceptables inclusive para mallas gruesas. De esta manera se evidencia la ventaja de los métodos
indirectos para el calculo del FIT, especialmente la técnica basada en la integral .J, ya que en ese caso pueden esco-
gerse curvas de integracion alejadas del extremo de la entalla aumentando la calidad de los resultados. Finalmente,
también se observa en los resultados la verificacion de la igualdad entre G'y J cuando se utilizan mallas cada vez
mds densas.
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