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Resumen.Se describe la implementacién numérica del métododom choice” (RCM) y se
presenta su utilizacion en la solucion de sistendi@s ecuaciones homogéneas y no
homogéneas, de la dinAmica de los gases cuasim@idiional no estacionaria. Con sistemas
homogéneos, el uso del RCM fue validado mediantertgparacion de la solucion numérica
con la exacta en varios casos de prueba presentadodord. Con los no homogéneos, se
utilizé un esquema numérico basado en la divisiéhsistema original de ecuaciones en
derivadas parciales (PDE) en dos partes: una caumskth por PDE homogéneas y otro, por
ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE) no honmagé. Esta division hizo posible el
empleo del RCM para resolver el sistema PDE y dalqoier otro método numérico
apropiado, para resolver el sistema ODE. El esquedea solucion para sistemas no
homogéneos, fue aplicado al flujo de gases en &sb&upersonicas funcionando con diversos
regimenes y también, al flujo de gases en tubodrmmion y transferencia de calor.



1 INTRODUCCION

El método “random choice” (RCM), fue introducidorpo Glimm en 1965. En 1976, A. J.
Chorinmodifica el método original y lo transforma en ur&ramienta computacional para
solucionar las ecuaciones de Euler. EI RCM ha noatlo desarrollandose desde su
introduccion, destacandose P. Colella quien amalizasus fortalezas y limitaciones,
mejorando las técnicas de muestreo, contribuyeeceaatar la comprension del método. En
fecha mas reciente (1999), Tbmedica un capitulo de su libro al método “randdroice”
donde, ademas del esquema convencional presenjgel@parentan ser nuevas formas del
RCM. El cédigo computacional del RCM desarrolladatilizado en este trabajo esta basado
en la descripciéon que Toro hace del esquema coireigara resolver las ecuaciones de
Euler unidimensionales, no estacionarias. En dideacripcion establece que para la
implementacion del RCM se requieren (i) la solu@&acta de problemas de Riemann locales
y (ii) la seleccion aleatoria de un estado contered dichas soluciones locales para ser
asignado al proximo nivel de tiempo.

La ventaja principal del RCM es la capacidad qusepgara resolver con gran precision
discontinuidades tales como ondas de choque y di&aato. Casi todos los otros métodos
difunden las discontinuidades abarcando variasasetmputacionales, originando asi un
problema que puede llegar a ser serio, particulatenson superficies de contacto. Aunque la
resolucion de las discontinuidades computadas p&CdM es infinita, la posicion de las
mismas no es exacta y conlleva un error aleatd@oaleatoriedad del RCM también se
manifiesta cuando se resuelven tramos suaves jde flor ejemplo con ondas de expansion.
Sin embargo se ha constatado que con un incrensgtgouado del nimero de celdas la
aleatoriedad es aceptable, aun tratandose de astemhomogéneos.

2 ECUACIONES QUE GOBIERNAN EL FLUJO

Las ecuaciones generalizadas de Euler que gobietrfano unidimensional en su forma
diferencial conservativa puede ser escrita como:

U, +F(U) =Ss(U) (1)
donde
%A pu)
0 ou 0X
U=|pu| ; F=| pi®+p| ; =‘7%\ Tweﬁg_/i(%?d) (2)
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En estas ecuaciongs, p,E y u representan las propiedades termodinamicas dempres

densidad y energia total por unidad de volumenvglacidad del fluido respectivament&.y
A, son las areas transversal y de pargda tension de corte sobre la pared,yel flujo de

calor a través de la pared.



Para la resolucion se propone dividir las ecuasioee un sistema de ecuaciones a
derivadas parciales (PDEs) homogéneas

U +F(U) =0 (3)
y un sistema de ecuaciones diferenciales ording€@d3¥=s) que contienen los términos

fuentes.
U, =S(V) 4)

3 METODO NUMERICO DE SOLUCION
Para construir el método numérico a utilizar paaonar las PDE no lineales y no
homogéneas que gobiernan el flujo gas dindmicpramede como se indica a continuacion.
Dado el sistema:

PDE: U+F(U) =SV ; 0<x L
(1),= (1 } o

IC: U(x,t”):un >0

se divide en dos partes: una parte homogénea gaéraontiene a los términos fuentes. La
parte homogénea dada por:
PDE: U +F(U) =0 _
= U n+l (6)
IC:  U(xt")=U"
produce un valor ddJ™ que se interpreta como condicion inicial de laa aparte
constituida por un conjunto de ecuaciones difesdasiordinarias (ODE) que contiene a los

términos fuentes. Asi:
ODE: U, =S(U) }:u"ﬂ

_ (")
IC: U
Esta técnica de division o “splitting” debe ser im#ila con precaucién. Su atractivo
principal reside en que, para cada parte se putlizaiuel método resolutivo que mas
conviene. En esta tesis para resolver el sistemahHeDiogéeneo se utiliza el método Random
Choice (RCM) mientras que el sistema ODE es resuelidRunge- Kutta de 4to orden.

3.1 El Problema de Riemann

El problema de Riemann (RP) para las ecuaciones der Eumidimensionales y
dependientes del tiempo, implica resolver el sigigigoroblema de valores iniciales para las
ecuaciones de conservacion:

PDE: U +AU =0 ; —o<x<wo ; t>0

U, x<0 (8)
c: U(x,O):UO(x)a{UR re



El dominio en el planox—t son puntos(x,t)con —o<x<ec y t>0 aunque en la
practica interesan valores de alrededor del puntax=0, centro de un intervalo finito
[xL,xR]. En la solucion del problema de Riemann se atdizel vector de variables

primitivas W = (p,u, p)’ en vez del vector de variables conservatijasLos datos son dos
estados constantes separados por una discontineid&d: 0, los cuales en términos de las
variables primitivas se expresan p@ =(p,,4,R) a la izquierda dex=0 y por
VTR=(,0R, U P’ @ la derecha dex=0. Asi planteado, el problema de Riemann es una

generalizacion detubo de choqueel cual consiste en un tubo que contiene dossgese
reposo (I, =u, =0) separados por un diafragma. La ruptura del djafeagenera un sistema
de ondas centradas que, por lo general, consisiaadlenda de expansion, una discontinuidad
de contacto y una onda de choque. En el problem®&idmann las velocidades de las
particulasu, y u, pueden no ser nulas, pero la estructura de |lzisales la misma que la

del tubo de choque.

Figura 1 : Estructura de la solucion del problemdimann sobre el plano x-t para las ecuacion&silde
unidimensionales dependientes del tiempo

La solucion del problema de Riemann se construylease a tres ondas asociadas con los
valores propiosl, =u—a, A, =u y A, =u-a del sistema (8). Como se muestra en la Figura

1, dichas tres ondas separan cuatro estados ntmasta—/L (dato a la izquierda)TV*L, W; y

VVR (dato a la derecha). Obsérvese que los esl\&ioy VT/T? separados por la onda del medio

son desconocidos. Si se tiene en cuenta que ladeidaedio es siempre una discontinuidad
de contacto, mientras que las ondas a la izquieed@ derecha pueden ser ondas de choque o
expansion, es posible la existencia de cuatro esagiee ondas, tal como muestra la Figura 2
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Figura 2 : Esquemas posibles en la solucién dddlenea de Riemann



Para construir un esquema solucion del problem#&idenann apto para el RCM, es
suficiente considerar los cuatro esquemas de la &2

Por estar las regioneE/*L y W; separadas por una discontinuidad de contactcertién
misma presiénp = p,=p Yy la misma velocidadu, =u,=uU. Por su parte, con las
densidades se verifica qug # p,. Se dice que el problema de Riemann ha sido swladb
cuando se determinan los valores de las variabiigsitipas incognitas en los estados
VT/1=(pi,G, p) vy W;=(p;,ﬁ, p)' . Ecuaciones y estrategias para encontrar dicha
solucién pueden encontrarse en la Ref. 1 (Toro. @ap

3.2 “Random Choice Method” RCM

El RCM requiere encontrar las soluciones exacths groblemas de Riemann locales y
utilizar un proceso de seleccion aleatorio pargrasiel estado en el préximo nivel de tiempo.
Tal como lo describe E. Tol&€ap. 7), el procedimiento puede resumirse en ipsentes
pasos:

a) Discretizar el dominio [O,L] en M celdasliz[xﬂi,)g_l} de dimension

=L/M, coni=1,...,M, como se muestra en la Figura 3
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Figura 3 : Discretizacion del dominio para el RCM
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b) Asumir propiedades constant@sx { = V\/inen cada celda,. La Figura 4 muestra la
distribucion de una variable tipica en el instatite
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Figura 4 :Distribucion constante de las propiedastesl tiempo n para la definicion de los probletnaales de
Riemann



c) Solucionar los problemas de Riemann locales eagr@$tados adyacentéﬁr-l,wn)

n

—n — . . e .
y (Wi ,VV.+1) determinando los valores de las variables prinstiga sus respectivos

estadosW. y Wrk. Enla Figura 5 se presentan estructuras tipieasidas emergentes
de las interfases localizadas eq,,,y X.,,,-

d) Seleccionar en forma aleatoria la solucién paraelda I, en el tiempoAt con el
siguiente procedimiento:

W_, (6"axat), si 0<8" <1

Wn+l — 2

W, ((e"-1)axay), si 1<e"<1 ©

donde #"es un namero cuasi aleatorio perteneciente a laesem@ binaria de Van der
Corput.

Chorin ha demostrado que se requiere de un Unigterolaleatorio para cada paso de
tiempon.

Por ejemplo, s¥" =0.25¢el estado que se le debe asignar a la celdase obtiene de tomar
la solucion al 25% de la celda en el tiemppcomo se muestra en la Figura 5

Solucién a ser asignada Zona donde se realiza la
atoda la celc
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Figura 5 : Ejemplo de actualizaci6n de la soludéhRCM en la celdd; en un tiempaAt

3.3 Secuencia de Van der Corput

La calidad de la solucién del RCM depende fuerteametel namero aleatori@". Es
interesante notar que a pesar de que tanto etdmétomo el niumero utilizado para realizar el
muestreo se denominan aleatorios, se ha demogsitedouanto mas aleatorio es el generador
de 8", peor es el resultado obtenido con el RCM. Unpnsdlucidon se obtiene si se utiliza
una secuencia que produzca una distribucion eqaidésde nimeros sobre el interv{aﬂxﬂ].

Con este propésito, Colella introduce la secueteigan der Corput al RCM.

En el presente trabajo se utilizé una secuenciarigide Van der Corput, la cual produce
los siguientes primeros nimeros:

=
w

o=l g=1 g=3 gzl =2 go=3 g2 7 o= 1
2 4 4 8 8 8 8 16



como se puede ver

G =

N

o = <3,sines par
’ >1,sinesimpar

3.4 Condiciones de Contorno y Paso de Tiempo

El procedimiento de actualizacion de la solucibime@ose ha descrito se encuentra
completamente definido para todas las celdasxcepto las que se encuentran proximas a los
contornos denominadds e |,, . Para poder actualizarlas se deben imponer laicones de
contorno asociadas al problema. Para ello se lfijgestados ficticio®V,' y W,,,, adyacentes
a los estado®\" y W, , permitiendo de esta manera encontrar la soluzilms problemas de
Riemannw™ (%)) y Witi (¢ 1).

Las condiciones de contorno utilizadas son:

Continuidad (Extrapoladas)

W =2W - W, (10)
Wi = ZWA Wi,
Flujo en toberas y ductos
Entrada Salida
Condiciones Subsonico SupersénicdSubsonico| Supersonicg
Fijadas 2 3 1 0
Extrapoladas 1 0 2 3

La eleccion del paso del tiempit, es determinada por la condicion de CFL (Courant-
Friedrichs-Lewy). Para poder resolver el RCM sgdio el procedimiento descrito en (VER)
no deben existir interaccion de ondas dentro delida I, en el tiempoAt. Para que esto se

cumpla el paso de tiempo debe ser restringido a:
CaAX

n
ax

donde S es la maxima velocidad de onda presente en elniormpara el tiempd", AX
es la longitud de la celdh y C_ es el coeficiente de Courant el cual para el cas®R@M

debe satisfacer :

At= (11)

0<C, <1 (12)

cfl =72

Esta es una de las desventajas del RCM respedtomdayoria de los métodos cuyo rango
de variacion delC, esentre Oy 1.



4 RESULTADOS

A modo de validacion del método de solucion profiuadas ecuaciones de Euler, se han
resuelto varios problemas con solucién analiticéot@ara la PDE homogénea como para la
ecuacion completa incluidos los términos fuentes.

4.1 Casos de Pueba

Los casos de prueba listados a continuacion camelsm a 5 “Test Cases” propuestos por
Torad".

TEST pL up P Pr Ur Pr tin
1 1.0 0.0 1.0 0.125 0.0 0.1 0.25
2 1.0 -2.0 0.4 1.0 2.0 0.4 0.15
3 1.0 0.0 1000 1.0 0.0 0.01 0.012
4 1.0 0.0 0.01 1.0 0.0 100 0.035
5 5.99924 19.5975 460.894 5.99242 -6.19633 46.095 0.035

g TR g

2 P} Pr 2
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1 1 —
0 0.5 1

Figura 6 : Condicion inicial de los casos de prueba

En todos los casos se utilizaron 200 nodos iguaknespaciados y ug,, =0.4.

Densidad Velocidad Presion Energia Interna

05 05 05 23

0 0 0 16
05, 1 0 05 1 0 05., 05,
Posicion Posicion Posicion Posicion

Figura 7 : Resultados del RCM para test case 1

Densidad Velocidad Presién Energia Interna
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Figura 8 : Resultados del RCM para el test case 2
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Densidad Velocidad B Presion Energia Interna
6 20 1000 2500

3 10 500 . 1250

—~—~——

0 T 0 T 0 T 0
0 1 0 1 0 1 0

95, a5
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Figura 9 : Resultados del RCM para el test case 3
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Figura 10 : Resultados del RCM para el test case 4
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Figura 11 : Resultados del RCM para el test case 5

El comportamiento del método comparado con la gmuexacta es satisfactorio.

Como puede apreciarse en todos los casos, enfas de expansion, el método presenta
desventajas debido a la aleatoriedad de la soluSiitnembargo esto puede ser disminuido
aumentando la cantidad de celdas computacionales.

Obsérvese que la gran ventaja de éste método raghicda resolucion de las
discontinuidades. Al no existir difusion numérigaesente en la mayoria de otros métodos
numeéricos, las discontinuidades son representadésrma exacta. Los resultados muestran
claramente que tanto las discontinuidades de donteemo las ondas de choque son
capturadas so6lo en una celda computacional y siucifeses practicamente exacta.
Obviamente ésta Ultima propiedad podra verse afectbse disminuye considerablemente la
cantidad de celdas.

Es de interés observar los resultados obtenid@sgd&aso 2. Con todos los otros métodos
numéricos es practicamente imposible obtener lacgbi de la energia interna, sin embargo
con el RCM, y a pesar de las dificultades intrinsegue posee el método de representar las
zonas de expansion, se obtienen resultados sumasaigfactorios.

4.2 Tobera Convergente - Divergente

La tobera analizada corresponde al test case pstipper Anderson el cual consiste en
una tobera convergente — divergente con entradhdasubsoénica.
La variacion de &rea esta dada por:



A=1+2.2(x-15 (K X< ¢ (13)

Figura 12 : Geometria de la tobera analizada

Las condiciones de contorno son:
0=1, T,=1 , R,,,=0.678 (14)

Se han utilizado 1000 nodos igualmente espaciadosCy, =0.48
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Figura 13 : Tobera convergente-divergente con aledehoque en el divergente

Se puede observar una buena correspondencia ans@ucion analitica y la obtenida
mediante el RCM. La prediccion de la posicion deolada de choque es correcta,
observandose la oscilacion tipica de este métodm lpa zonas en donde las propiedades
varian suavemente. Sin embargo esta oscilacionreo@irededor del valor exacto. Para
disminuir la misma, es necesario aumentar el ntmemodos.

4.3 Tubo con Friccion y Transferencia de Calor

Para validar el método de integracion del térmurenfe se procedié a calcular los casos de
un tubo de seccidn constante con friccion y traesfda de calor por separado. Los resultados
son comparados con los obtenidos en forma tedicdodos los casos se asumio condicion
de salida sonica, 500 nodos y @) =0.48. Se asumieron condiciones ISA a nivel del mar en

la entrada, en el caso subsonico-sonico, y enlidaspara el caso supersénico-sonico. Las
mismas corresponden a un tubold® = 20.



1 3
O Exacta
2.8 4 —4 cf=0.0068
0.9 26 —4¢f=0.015
M/ \ —4¢=0.026
L o 2.4 \
0.8 2.2 \
° =g
[} [*]
< 2
g '0/0/ g \ \
" ///f -
Lo / [—aci=0.05 L
0.6 +o—="1 —4¢f=0.025 1.4
/ —4¢f=0.0025
X o Exacta 12
05 =1 ‘ ‘ ‘ ‘ | | 1 °©
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Distancia [m] Distancia [m]
Figura 14 : Flujo en un conducto de &rea constonédriccion
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Figura 15: Flujo en un conducto de area constamantercambio de calor

Se observa una buena correlacion entre los ressltadoricos y los obtenidos
numéricamente.

5 CONCLUSIONES

Se ha realizado la implementacion numérica del deeteandom choice” (RCM) y se ha
presentado su utilizacion en la solucion de sissetieaecuaciones de Euler homogéneas y no
homogéneas.

De las validaciones realizadas se puede concleirjfRCM es una excelente herramienta
para resolver problemas de la dinamica de los gases unidimensional no estacionaria.

Debido a la particular propiedad de resolver lasahtinuidades en forma practicamente
exacta, es un excelente método para ser aplicadocemfeccion de complejos Test Case que
podran ser utilizados para validar otros softwde€FD.

Por otro lado, debido a que permite resolver discoidades sin importar la magnitud de
las mismas, es un método Optimo para estudiar deitmmes. Esta implementacion sera
presentada en trabajos posteriores.
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