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Resumen.Se presenta un esquema explicito para simulacion de fluppresibles no viscosos en do-
minios tridimensionales (3D). El sistema de ecuacionemreiifciales en derivadas parciales se resuelve
utilizando el método de los Elementos Finitos (MEF) paraisarétizacion espacial. Para resolver los
problemas de estabilidad de origen numérico se utilizo wamante de la formulacion conocida co-
mo “Streamline-Upwind/Petrov-Galerkin” (SUPG) de alt@en. Este método es acompafiado por un
término de captura de choque que provee estabilidad endasntinuidades. El cddigo fue validado
resolviendo distintos problema test que permitieron aaalia precision de los resultados. Ademas se
muestran los resultados numéricos y desempefio computadervarios ejemplos para flujos en régi-
men transénico, supersonico e hipersénico. En el caso des fhipersénicos se utilizan correlaciones
termodinamicas de aire en equilibrio termoquimico.
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1. INTRODUCCION

El método de elementos finitos es ampliamente utilizado lpaesolucién de problemas gobernados
por sistemas de ecuaciones diferenciales en derivaddalpard.as ecuaciones de la mecéanica de fluidos
ha sido uno de los problemas més estudiados y analizadas derid mecanica computacional aplicando
diversas técnicas, entre ellas los Elementos Finitos. rDafd la amplia gama de problemas fisicos
gue se pueden representar en la dinamica de fluidos los flojopresibles en regimenes transénicos
y supersénicos presentan caracteristicas muy partisuldedido a la presencia de discontinuidades en
las soluciones por la aparicion de ondas de choque. El désate este tipo de flujos generalmente se
analizan mediante las ecuaciones de Euler, donde los eféistbmsos se consideran despreciables.

La presencia de discontinuidades en la solucion de las ienigscde Euler dan origen a inestabilida-
des numéricas las cuales producen oscilaciones, queatlateta calidad de la solucién y muchas veces
no permiten lograr la convergencia o directamente hacerlgqu®blema diverja.

A lo largo de la historia se han planteado diversas formoitees y métodos para obtener esquemas
que garanticen la convergencia y estabilidad del problétnageneral los primeros algoritmos que se
plantearon para los esquemas obtenidos de la aplicacianéletio de los elementos finitos a las ecua-
ciones de Euler fueron extensiones de métodos desarrelfsda la técnica de diferencias finitas (DF) y
que brindaban buenos resultados. Luego se comenzarontegslasquemas especificos para elementos
finitos donde principalmente se utilizan grillas no esuedas, por lo tanto, los esquemas utilizados en
DF no son facilmente adaptables.

Por otro lado, en la simulacién de flujos compresibles meelitas ecuaciones de Euler aparece
otra fuente de inestabilidad producida por los términovectivos. Esta dificultad aparece en diversos
problemas y ha sido estudiado por numerosos autores, pémgimse en la literatura una gran cantidad
de algoritmos que brindan buenas soluciones.

Para resolver el problema de la presencia de las ondas dee;tegel presente trabajo se adopté un
método de captura de choques basado en un trabafoatdiing 1993. Este algoritmo se basa en afiadir
una difusién isétropa en las zonas donde estan presentgisdasitinuidades y se hace nula en el resto
del dominio.

En cuanto a la estabilizacion de los términos convectivaglspté un esquema tipo SUPStieam-
line Upwind Petrov-Galerkinal que se le afiade un término que permite obtener un esquemltod
orden Sotqg 2001). En este tipo de algoritmo juega un papel fundamental leecta estimacién de un
parametro denominado tiempo intrinseco, que es el encadgadfadir la cantidad adecuada de difusiéon
numeérica para estabilizar el problema discreto sin hacsoliecion excesivamente difusiva.

El esquema resultante es transitorio, por lo tanto deberatizarse las ecuaciones respecto al tiempo.
Para ello, en el presente trabajo se utilizé6 un esquema dgeRutta que permite elegir el orden de la
aproximacion variando los coeficientes de manera sistean@tohner, 2008).

Como es sabido, para que las ecuaciones de Euler cierrebesetiezar una ecuacion adicional que
relacionen las propiedades termodinamicas del flujo, gémente para tal efecto, se utiliza la ecuacion
de estado suponiendo la hipotesis de gas ideal. Sin emlsrgatamos con flujos a alta temperatura
esta hipoétesis deja de ser valida, por este motivo, y paraifiesimular flujos a elevados nimeros de
Mach, se trabaja con un modelo de gas en equilibrio termagaim

Las altas temperaturas en un gas pueden inducir la excitdeidos modos vibracionales, la diso-
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ciacion y eventualmente la ionizacion de las especies gaBiresentes en el gas. En estos casos, la
hipétesis de equilibrio quimico y termodinamico es adeayaatra describir estos fenomenos, indepen-
dientemente del proceso fluido dinamico que genera lastaligseraturas.

En el trabajo se analizan dos formas de tratar los gasestemlperatura. La primera aproximacion,
sé6lo valida para aire, esta basada en el modelo presentaddgomehill 1974). Este modelo presenta
una importante ventaja en su bajo costo computacional. dtine® modelo de gas real utilizado esta
basado en la minimizacion de la energia libre de Gibbs y perrébajar con cualquier tipo de gas y
con muchas especies al mismo tiempo. El algoritmo utiliZagodesarrollado porGordon 1994 en
NASA Lewis Research Center. La principal desventaja d@rilgo es su elevado costo computacional,
aungue su potencialidad es mucho mayor que el método derfatine

2. ECUACIONES DE LA DINAMICA DE FLUIDOS

Las ecuaciones de Euler de la dindmica de fluidos represantaistema de leyes de conservacion
no lineal, en las que se desprecian los efectos viscosos.

El sistema queda formado por las ecuaciones de la consem@eimasal(), cantidad de movimiento
(2) y conservacioén de la energid)(

dd—lt)—i—D-(pV):O (1)
a(gtw +0-(pV@V)+0p=0 @)
$+D-(phw ~0 3)

dondep, V, p, ey h=e+ p/p son la densidad, velocidad, presion, energia total poradnit masa, y
la entalpia respectivamente.

Para cerrar el sistema de ecuaciones se afiade la ecuacgtadi® ¢a cual nos permite relacionar las
propiedades termodinamicas del fluido:

2
p=(y-1)p (e— %) (4)

dondey es la relacion de calores especificos.
Para el andlisis de las ecuaciones de Euler es conveniamigirees mismas en funcién del vector
de variables conservativascuya expresion es:

p
pvi
U= pv 5)
pVs
pe

siendovy, v, Yy v3 las componentes de vector velocidadPor otro lado, la i-ésima componente del vector
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de flujos advectivos se puede expresar en funcion de lablesieonservativas como

PV
pPVaVi + pdyi
Fi(U)=| pvavi + pdi
PVaVi + pdsi

phv

(6)

Utilizando las variables conservativas y los flujos advestilas ecuaciones de Euler se pueden ex-

presar de la siguiente forma:
%—LtJJrD-F(U):o (7)

Esta ecuacion puede ser escrita en su forma cuasi-lifesd, (1999, de forma tal que la ecuaciom)(

gqueda expresada mediante:

ou ou

donde [0sA; = % se denominan Jacobianos advectivos.

Los Jacobianos advectivos para el caso tridimensional @muoe se analiza en este trabajo tienen

las siguientes expresiones:

0 1 0 0 0
JIVZ -2 (B3-y)w W s Y
A= —V1V2 Vo Vi 0 0 (9)
—V1V3 V3 0 1 0
(VHV = Ve) Vi ye— Z IVIP=W2 —Wwiva —Wavs i
0 0 1 0 0
—ViV2 V2 V1 0 0
Ae=| SIVIP-v - (B-Y)Va WY (10)
—V1V3 0 V3 Vo 0
(VIVIZ=ve)va —pwave ve—4IVI2-78 —Twavs s
0 0 0 1 0
—V1V3 V3 0 2 0
Az = —VaV3 0 V3 Vo 0 (11)
ZIVIZ—v3 -wWi W2 (3—y)vs y
(VIVIZP=ye)vs —pvavs —ovs ye—3IVIZ -1 s

donde por simplicidad se introdujo= y— 1.
Finalmente, el problema queda definido imponiendo a lascemues 8) las condiciones iniciales y

las condiciones de borde adecuadas.
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3. ESQUEMAS DE ESTABILIZACION Y CAPTURA DE DISCONTINUIDADE  S.

En esta seccion se analizan los esquemas de estabilizacios terminos convectivos y la captura
de las discontinuidades en la solucion por la presenciasdenidas de choque.

3.1. Algoritmo de estabilizacion

Para la estabilizacion de los términos convectivos preseasnt las ecuacione8)(se han desarrollado
numerosas técnicas. Una de las mas utilizadas es la foridldenominada SUPG propuesta inicial-
mente por Tezduyar 1982 con ampliacién erfTezduyar 2004 y (Tezduyar 2005, la cual garantiza
gue las oscilaciones espurias existentes en las zonasvdd@degradientes, oscilaciones intrinsecas del
algoritmo numérico utilizado, no se propaguen a todo el dadomputacional.

Béasicamente, el método de SUPG consiste en afiadir un téem@ecuacion§) discreta, que con-
temple una contribucion elemento a elemento dependieridesiguo local de la ecuacion discreta.

En este trabajo se utiliza una formulacién SUPG de alto obdsada en el trabajo presentado por
(Sotq 2001 para flujo incompresible. En esta formulacion, a los téomidel SUPG, se le afade la
proyeccion de los términos advectivos en el espacio de tecsdinies de forma utilizadas para discretizar
el problema. Finalmente la estabilizacion queda:

7} ou

TA— (Aj— -9 12
A 0% < J 0X; > (12)

donded es el vector de las proyecciones delos términos convectiviestras que es matriz de tiempo

intrinseco y juegan un rol fundamental en la técnica de #igadhion. En este trabajo se adopta una
formulacion de estabilizacion denoming8t PG, propuesta ef?). Las expresiones que definem se
obtienen de&???) y se presentan a continuacion:

TsupG= ( : ,i=p,V,e (13)

asociados cop, pV y perespectivamente. Los parametros involucrados 8ngropuestos en el trabajo

original tienen las siguientes expresiones:

-1
Nen
Té)ugnl_:Tsuugrﬂ.:-[gugrﬂ.: (Z <C|JDN|+‘UhDND> (14)
a=1
At
Tgugrﬂ = Tsl,Jugrﬁ = Ts‘,eugrﬁ Y (15)

dondeN son las funciones de forma gs la velocidad del soniddt es el paso de tiempo determinado

por algun criterio de estabilidad del algoritmo de integmademporal, mientras guees un parametro
denominado f-switch’, finalmente | es un vector unitario definido por:

j- 2 (16)

10p]|
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Estos parametros deben ser calculados para cada elemantagiapaso de tiempo.

3.2. Algoritmo de captura de discontinuidades

Como se menciond en la seccion anterior, el método SUPG elaamepte utilizado debido que
los resultados obtenidos son precisos y libre de oscilasiem gran parte del dominio computacional,
salvo en regiones donde se presentan discontinuidadescegpalo oscilaciones espureas (overshooting
y undershooting) localizadas en las regiones cercanasrai$@sas. Estas oscilaciones son de origen
numeérico, usualmente de pequefia magnitud pero inacepbl@muchas aplicaciones.

Los algoritmos de captura de discontinuidades son utibgamhra disminuir las oscilaciones numé-
ricas producidas en zonas cercanas a las discontinuidadkss selucion, las cuales en ocasiones se
dispersan en todo el dominio de andlisis. La idea principbirdtamiento numérico de ondas de choque
o discontinuidades, es la introduccién de un término deogisad artificial adicional en las ecuaciones
de conservacion. Uno de los primeros métodos en utilizaidas de captura de discontinuidades en las
ecuaciones de Euler, fue el método de presion pseudo-gistweducido enleumann 1950).

El problema basico de todos estos métodos es encontrar tidathapropiada de difusion la cual
provea las menores oscilaciones (difusién artificial noaseatdo pequefia) con una precision suficiente-
mente elevada (difusion artificial no demasiado grande).

El término de captura de discontinuidades utilizado en &ate|jo es similar al desarrollado en
(Coding 1993 donde se adiciona viscosidad de manera anisotropicaauntilo expresiones de los resi-
duos. El término de captura de discontinuidades es:

0 (oU
Haa—xi <(?—XJ> 17)

dondep, es un coeficiente de difusion artificial que debe elegirsewttamente. Surgen diferentes

formas de obtener este parametro, tal que la adicional dsidlif solo tenga efecto en la zona de discon-
tinuidades sin introducir perturbaciones en el resto delidm de analisis. La expresion utilizada para
determinar el término de viscosidad adicional es:

pa = ayh(V[+c) Sl (18)
dondeay, es un coeficiente adimensionales una dimension caracteristica del elemenf gs un

parametro denominadpressure switch, el cual se obtiene de promediar sobre el elemento loseslor
nodalesS obtenidos de la siguiente ecuacion:

_ ISe(Pi — Pyl

5= SelPi — Pyl

(19)

Puede verificarse de la ecuacion anterior §ue 1 cuando la presion tiene un maximo (o0 minimo)
local en el noday, y S = 0 cuando la presion en el nodo es el promedio del valor de &doren todos
los nodosk adyacentes.
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3.3. Caélculo de las propiedades de equilibrio termoquimico

Se utilizan dos métodos para obtener las propiedades taramidas de un gas a altas temperaturas
en equilibrio termoquimico. El primero esta basado en apragiones polindmicas de las propiedades
termodinamicas de aire a altas temperaturas. Estas aooreta fueron obtenidas pdrgnnehill 1974 y
permiten obtener una rapida aproximacion del campo fluidaodajo costo computacional. El segundo
método esta basado en la subrutina desarrollada por NASAsIResearch Center llamada CEA2, la
cual brinda informacion de las propiedades termodinamitasransporte, ionizacién, electrones libres,
disociacion de gases, etc. de las especies quimicas mesanel gas. Esta ultima es utilizada a través
de una subrutina llamada SET (Subrutina de Equilibrio Tepuimico) generada poS¢arpin 2006).
Dicha subrutina sirve de interfaz de calculo entre CEA2 yodigo implementado.

En ambos casos (correlaciones o CEA2), la hipétesis deiledpigiuimico y termodinamico es ade-
cuada para describir estos fendmenos, independientemeinieoceso fluido dinamico que hace que el
gas adquiera la temperatura necesaria para producirlos.

En ambos casos la forma en que se calculan las incognitasmiglocfluido se especifican a conti-
nuacion:

p — Densidad

V — Velocidad } Ecuaciones de conservacion

e— energa

T=T(p,e . . P
((p, )) } Calculadas a partir de las propiedades termodinamicas

p=pp,e

De lo anterior notamos que dos propiedades termodinanyc& son obtenidas de las ecuaciones
de conservaciéngj, y las restantes propiedades termodinamicas puedenlselacas conociendp y
e. En general para aire en equilibrio, con solo dos propiesitetenodinamicas podemos definir el estado
termodindmico del gas.

En todos los calculos que involucren equilibrio termoqaorpresentados en este trabajo, primera-
mente se utilizaron las correlaciones de Tannehill y Mudgariehill 1974), por su eficiencia compu-
tacional y finalmente se hace uso de CE&d(don 1994 para obtener la solucion final.

4. DISCRETIZACION NUMERICA MEDIANTE ELEMENTOS FINITOS

De las ecuaciones de la dindmica de fluidos en forma conaen\(8), considerando los términos
asociados a la formulacion de estabilidad)(y captura de discontinuidadek7), se obtiene la siguiente
ecuacion resultado de la formulacion adoptada:

"U ou o [0U\ 9 [ au
9 _ 0 (du " B o )
A4 A| ( 3%, 19> ”ac?xi <0xj> % ( ij éx,) 0 enQx(0t) (20)

Aplicando el método de residuos ponderados de Galerkin eulacén 20) y aproximanddJ me-
dianteU" obtenemos la forma débil de la misma:
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h . .
(/ NTdU dQ4—/ hﬂA¢-——dQ+— ONT pi (99" ) oy
Qe Qe 0% 1 ox;

ONT ou
o ( aXJ>dQ 0 (21)

El célculo de las proyecciones de los términos conveciibse realiza mediante:

T aqh T v
NT9"dQ = /N Jamdg 22)

Qe
En las expresiones anterior@s= y Q° es el dominio con contornd, mientras que las matrices,,,
Al son: la matriz de estabilizacién advectiva, la matriz deigos de captura de choque y los términos
advectivos respectivamentd.es una matriz conteniendo las funciones de forma adoptadas.

5. EJEMPLOS

En este apartado se presentan los resultados de variod@gertgsicos con el objetivo de validar el
cbdigo y comparar el desempefio del esquema utilizado. Tlodasiemplos fueron modelados en 3D
mediante las ecuaciones de Euler. Las simulaciones fueatizadas utilizando refinamiento adaptativo
con remallado, siguiendo los estimadores de errgr@eC. Zienkiewicz(1987); y J.Z. Zhu(1990.

En un primer ejemplo se muestran 2 casos de cufas en flujo esillpra dos condiciones de ve-
locidad distintas manteniendo en angulo de inclinaciérstamte. Este ejemplo permite demostrar la
capacidad de capturar tanto la solucién fuerte como la €wlwbil.

En un segundo test se evaluara el patron de onda resultanted®ifia en un tubo donde se puede
apreciar la interaccion de las ondas de choque y la formaesaeflejan en las paredes del tubo.

Como tercer ejemplo se presenta un problema con soluc@iménsional que ha sido ampliamente
analizado desde el punto de vista experimental. EIl mismo eserpo que se utiliza para la caracteriza-
cién de municiones.

Finalmente se presenta un rampa con un flujo en régimen &ipeos lo que permite demostrar la
capacidad del cédigo para resolver problemas con gas reabtP lado este ejemplo demuestra la
robustez del algoritmo para capturar ondas de choque exti@mente fuertes.

5.1. Flujo inviscido sobre cufiaMl = 1,5y 6 = 15°.

En este primer caso se analizara un problema tradicionalijecthmpresible, una cufia a Maclbl
y 0 = 15°. En este caso se busca captar la solucion fuerte.

Para el analisis se utiliz6 una malla de 43253 nodos y 223&2Beatos. Se realizd una primera
corrida sobre una malla gruesa, para luego utilizar un mefier@o adaptativo y asi obtener una buena
definicién en la onda.

Las condiciones de corriente libre y de contorno, represkast en la figuralj corresponden a nivel
del mar en atmésfera estandar para la presion y temperatura.
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Figura 1: Condiciones de corriente libre y condiciones de@mo para el caso M=1.5§ = 15°.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos.

DENSITY Mach Number
25055 1.5876
I 2.3613 1.4797
22171 l 1.3719
- 2.0729 - 1.2641
- 1.9287
1.7845

1.6403
1.4961
1.3519
1.2077

Figura 2: Contornos de densidad y nimero de Mach respedivianypara el caso M=1.5¢= 15°

Se muestra una imageB8) ([de la malla utilizada para realizar el calculo.

Como se puede observar de la figu2p [os resultados muestran la onda desplazada del cuerpo y co
forma curvada, caracteristica tipica de la solucion fu@teo signo importante de que se ha obtenido
dicha solucion es la zona subsénica que se aprecia en la f&)wala zona del punto de estancamiento.

5.2. Flujo inviscido sobre cufiaVl = 2,08y & = 15°.

Siguiendo con el objetivo de mostrar las soluciones sobrgas, este caso tiene como objetivo
mostrar la solucion débil de ondas de choque oblicuas.
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Figura 3: Malla utilizada en el caso de M=1.%y= 15°.

Para el andlisis se utilizo una malla de 69453 nodos y 367&8Beatos. Al igual que en el caso
anterior se realizo el mismo método de calculo, se hizo uimepa estimacién mediante una malla
gruesa, y posteriormente se aplicé un método de refinamaeiatotativo.

Las condiciones iniciales y de contorno son iguales al catariar 6.1) y corresponden a las mos-
tradas en la figuralj.

Los contornos de densidad, presion, nimero de Mach y la mi#llzada se muestran en la figurd (

y (5.

DENSITY
21714 PRESSURE
2.0592 2.278e+05
1947 l2.133e+05
1.9881e+05
-1.8348 - 1.84320+05
- 1.7225 1.6982e+05

1.6103
- 1.4981
1.3859
1.2737
1.1614

1.5533e+05
1.4083e+05
1.2634e+05
1.1185e+05
97352

Figura 4: Contornos de densidad y presién para M=2.68-y15°.
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Figura 5: Contorno de nimero de Mach y malla utilizada pacasb de M=2.08 y = 15°.

En las figuras se aprecia que la solucién obtenida se cormgsmmrrectamente con la solucion débil
de choque oblicuo del problema planteado, como se espeash&$ta simulacion.

Los resultados obtenidos en ambos casos muestran unarggaaerelacion con los datos analiticos
que se pueden encontrar en cualquier bibliografia sobredlipersonico.

5.3. Flujo supersoénico en un ducto

En este ejemplo el objetivo es analizar la interaccion dasm® choque y la reflexion de las mis-
mas en las paredes del dominio. Para realizar esta simulaeidtilizo una malla de 67874 nodos y
356032 elementos obtenida tras dos ciclos de refinamierstptativo. Las condiciones iniciales son
T =28815K], p = 1.225{%] , conM,, = 2. Las condiciones de borde spf, = 0) en las pared supe-
rior e inferior del dominio, mientras que en la entrada dehihio se fijanV, T y p. En la salida se dejan
todas las variables libre.

En la figura 6) y (7) se muestran los contornos de densidad, presion y numercadh, domo asi
también la malla utilizada.
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DENSITY

25732
24177
22623
-2.1068
-1.9513

. 1.7958

1.6403
1.4848
1.3293
1.1739

Mach Number

2.0494
1.9858
1.9221

1.8584
1.7948
1.7311
1.6674
1.6038
1.5401
1.4765

Figura 6: Contornos de nimero de densidad y nimero de Macim elueto con condiciones = 28815(K],
p=1.225/4, conM., = 2.

PRESSURE
2.8719e+05
2.6601e+05
2.4484e+05

- 2.2366e+05

- 2.0249e+05
1.8131e+05
1.6014e+05
1.3896e+05
1.1779e+05
96610

Figura 7: Contorno de presion y malla utilizada con condiesT = 28815[K], p = 1.225{%} , CONMo, = 2.

De las figuras®) y (7) se puede observar que se forma una onda de choque en eldaitaocuia
que interfiere con la onda de expansion que se genera en adifalrampa, dando un patron de onda
particular.

5.4. Caracterizacion de una municién

Si bien el cédigo presentado es tridimensional todos lobleneas anteriores representaban solu-
ciones bidimensionales, por ese motivo en este apartadasea un problema con solucién 3D. La
geometria analizada se corresponde cospinnerde la ARMY-NAVY (Schmidt 1954 que se utiliza
generalmente para andlisis de balistica externa. Estpaharsido muy estudiado en tanel de viento y
ensayos de campo, contandose con una gran cantidad de dedasipanalisis. La geometria esta dada
en lafigura 8).
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3
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g
ok

[ 3.048

Figura 8: Geometria del ARMY-NAVY spinner.

La medidas estan referenciadas a un calibre, en nuestreeasmo 1 calibre = 20mm.

Se utilizaron mallas de,3 x 10f elementos aproximadamente con remallado adaptativo pa c
componente de la matriz de calculo (variacion de Mach y @andelataque).

Las condiciones para el ensayo Joa- 28815[K], p = 1.225[%] y M = 18. El célculo se realizd
con el fin de conocer la resistencia de onda generada por diginpo. Los contornos de presion y
namero de Mach son presentados a continuacion:

PRESSURE

= 2.0028e+05
1.8647e+05
1.7266e+05
1.5885e+05
1.4504e+05
1.3123e+05
— 1.1742e+05
= 1.0362e+05
= 89807

= 75999

Figura 9: Contorno de presion ARMY-NAVY spinner pavia, = 1.8 ya = Q°.
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Mach Number

1.9246
1.8645

l 1.8045
-1.7444
1.6843
1.6243
1.5642
1.5041
1.4441

1.384

Figura 10: Contorno de nimero de Mach ARMY-NAVY spinner pllta= 1.8 y a = Q°.

Los resultados obtenidos se corresponden de manera catifaa los presentados eSohmidf
1954,

5.5. Rampa Hipersoénica

En este caso se analizara la influencia de la alta velocidatfleo sobre cufas. La solucién del flujo
sobre cufias es exactamente la solucion del flujo a travésalenda de choque oblicua. Se sabe que
para un valor dado de angulo de cufigueden existir teéricamente dos angulos de ghdarrespon-
dientes a una de onda de choque fuerte. Para el caso de cwiéadaonse en vuelo atmosférico, la Unica
solucion posible es la onda de choque débil. Mediante leacémes de conservacion en 1 dimension es
posible encontrar, usando métodos iterativos, la solusidatitica para aire calérico perfectp=£cte) y
en equilibrio. La malla utilizada en este caso consta de 27id6los y 115035 elementos.

Se presentan una comparacion de los resultados obtenigoaigacalérico perfecto y en equilibrio,
entre las ecuaciones de conservacién 1D y el esquema emgbanfiaitos implementado.

Las condiciones de corriente libre sg; = 0,0039 [%} , To = 2511 [K] y Voo = 10 [K2] para una
cufia de inclinaciéord = 40°, dichas condiciones corresponden a una altitud de vueld#dend Las
condiciones de borde impuestas soB: p.,V =V, , T =T, ala entrada del dominio, velocidad normal
nula(V,, = 0) sobre la base y aguas abajo las condiciones se dejan libres.

El nimero de Courant utilizado en este problemaGéd. = 0.1
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Sol. Analitica | Sol. Exacta | Sol. CFD
Descripcién Relacién y=14 Gas en Gas en
cte. Equilibrio Equilibrio
Angulo de la onda B 52.24 43.82 44.8
Relacion de velocidades | V2 /Ve 0.62 0.72 0.70
Relacion de presiones P2/ Poo 722.5 619.9 600.7
Relacion de densidades | p2/pw 5.95 14.38 13.2
Relacion de temperatura | T2/Te 121.4 28.06 27.5
Relacion de nimero de Mach My/M., 0.057 0.122 0.122

Tabla 1: Comparacion entre los resultados obtenidos miediarsolucion analitica y CFD para aire caldrico
perfecto(y = 1.4cte) y aire en equilibrio.

Mach Number

31.5
28.434
I 25.369
- 22.303

- 19.238
16.172
13.107
10.041
6.9757
3.9102

Figura 11: Contorno de temperatura obtenido mediante eleesg en elementos finitos (FEM) para aire en equi-
librio termoquimico con condiciones inicialgg; = 0,0039 [%} , To = 2511 [K] y Voo = 10 [%m} .

De la tabla {) observamos que los resultados obtenidos con el codigemasitado difieren respecto
a los calculados analiticamente. Debido a la proximidacadmta al cuerpo y los elevados gradientes
en las cercanias a las discontinuidades, la excesivadtifagiortada por el término de captura de choque
dafia la solucién.

6. CONCLUSIONES.

Se desarroll6 un modelo numérico explicito de las ecuasideeEuler utilizando el método de los
elementos finitos. Los resultados obtenidos son satisfastespecto a las soluciones analiticas.

De la implementacién de las rutinas de calculo de las praglieslen equilibrio podemos decir que se
ha logrado obtener un cddigo satisfactorio, para estimjsfiyue involucren gases a altas temperaturas.
Un detalle importante a destacar en la utilizacién de estamas es que el tiempo computacional aumenta
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debido a su uso y ademas los CFL utilizados son bajos.

Entre las posibles mejoras futuras a implementar en el esguena de ellas es trabajar sobre el
algoritmo de captura de discontinuidades; esto debido &gusmluciones obtenidas en las zonas donde
ocurren discontinuidades presentan pequefias oscilacmimestabilidades locales. Ademas cuando se
trabaja con altos nimeros de Mach los gradientes en lanéascde las discontinuidades son elevados,
necesitando refinar sobre la onda y el cuerpo para obtenmi@oes precisas.
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